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1 Rahmenbedingungen der fachlichen Arbeit

Schule und Leitbild

Die padagogische Arbeit am Anne-Frank-Gymnasium Werne (AFG) ist den Werten verpflichtet, die mit
unserer Namensgeberin Anne Frank verbunden sind: Toleranz, Demokratie und das Eintreten gegen jede
Form von Diskriminierung. Als ,,Schule ohne Rassismus — Schule mit Courage” verstehen wir Demokratie-
erziehung als Aufgabe aller Facher. Unser Leitbild steht unter dem Motto , Zukunft erleben. Zukunft ge-
stalten. Wir verbinden Welten.”

Im Schulalltag konkretisiert sich das Leitbild in der Vermittlung eines gesicherten Fachwissens (Sachkom-
petenz), einer methodischen Arbeit, die Kommunikation, Offenheit und Transparenz sowie verantwor-
tungsvolles soziales Handeln fordert (Methodenkompetenz), und einem besonderen Gewicht auf der Di-
gitalkompetenz. Der Mathematikunterricht tragt dazu bei, indem er tragfdhiges Fachwissen aufbaut, Be-
griinden und Argumentieren schult und Schiilerinnen und Schiiler befdhigt, Modelle und Daten kritisch zu
beurteilen und so zu einem fundierten Urteil zu gelangen.

Das AFG ist seit 2015 Europaschule (rezertifiziert 2021), seit Oktober 2021 zertifizierte MINT-EC-Schule,
Digitale Modellschule und Referenzschule im Landesprogramm ,,Zukunftsschulen NRW*“; 2019 wurde es
erstmals mit dem Berufswahlsiegel des Landes NRW ausgezeichnet und ist ,,Schule der Zukunft NRW*“. Fiir
den Mathematikunterricht der Oberstufe bedeutet das:

e MINT-EC: Dem Fach Mathematik kommt im Rahmen des MINT-Konzepts der Schule eine zentrale Be-
deutung zu; Schilerinnen und Schiiler werden zur Teilnahme an Wettbewerben ermutigt und dabei
begleitet, sowohl in der Breiten- als auch in der Spitzenférderung.

e Digitalisierung: In der Oberstufe wird durchgangig die TI-Nspire™ CAS-App als modulares Mathema-
tiksystem (MMS) eingesetzt. In der Sekundarstufe | wird sie ab dem Schuljahr 2026/27 bereits ab
Klasse 7 genutzt (vorher GeoGebra Scientific Calculator).

e Europaschule: An geeigneten Stellen werden Bezlige zu Europa hergestellt; sie sind in den Unterrichts-
vorhaben als ,,Europabezug” ausgewiesen.

e Bildung fir nachhaltige Entwicklung: Modellierungs- und Anwendungsaufgaben greifen auch Themen
wie Klimawandel, Ressourcen und Umwelt auf.

e Kooperationen: Kooperationsvertrage mit mittelstandischen Unternehmen in Werne, der Hochschule
Hamm-Lippstadt und den Fraunhofer-Instituten ermdglichen unter anderem Facharbeiten mit Unter-
stltzung auBerschulischer Partner sowie Exkursionen.

Fachgruppe

Der Grol3teil der Mathematik-Lehrkrafte besitzt die Fakultas fur die Sekundarstufen | und Il und unterrich-
tet in diesen Stufen. Eine Lehrkraft unterrichtet ausschlieRlich in der Sekundarstufe |, zwei weitere in der
Erprobungsstufe. Alle Kolleginnen und Kollegen, die in der Sekundarstufe Il unterrichten, unterrichten
auch in der Sekundarstufe I. Die Fachkonferenz tritt mindestens einmal pro Schuljahr zusammen. Selbst
erstellte Unterrichtsreihen und Materialien sowie Materialien der Schulbuchverlage werden zentral in di-
gitaler Form bereitgestellt, laufend erganzt und weiterentwickelt.

Unterrichtsorganisation in der Sekundarstufe Il

e Einfihrungsphase: Mathematik wird dreistlindig unterrichtet. Zuséatzlich wird ein zweistlindiger Ver-
tiefungskurs Mathematik angeboten, der allen Schiilerinnen und Schiilern offensteht.

e Qualifikationsphase: Grundkurse werden dreistlindig, Leistungskurse flinfstiindig unterrichtet. Die
Anzahl der Kurse richtet sich nach der GroRRe des Jahrgangs; in der Regel wird ein Leistungskurs ein-
gerichtet.



Ist die Lehrkraft eines Kurses abwesend (z.B. wegen Krankheit oder Fortbildung), arbeiten die Schiile-
rinnen und Schiiler in einer Studienzeit; die Aufgaben dafiir stellt die Lehrkraft des Kurses (iber digitale
Wege wie z.B. Moodle, Untis oder Nextcloud bereit.

Ausstattung

Fir den alltaglichen Lehr- und Lernbedarf stehen verschiedene Lernorte (Spaces-Lernlandschaften) und
eine Schilerblicherei zur Verfligung. Die Einbindung von Firmen in Werne, der Universitat Miinster, der

TU Dortmund und der Hochschule Hamm-Lippstadt (HSHL), etwa in Form von Betriebsfiihrungen oder

Vorlesungen, eréffnet den Schilerinnen und Schiilern Maéglichkeiten, Mathematik lebendig zu erfahren.

Uberginge

Durch eine enge Kooperation mit der Sekundarschule werden Schiilerinnen und Schiiler unterstitzt, die
nach der Jahrgangsstufe 10 in die Einflihrungsphase wechseln; nach individueller Beratung wird ihnen
insbesondere die Teilnahme am Vertiefungskurs empfohlen.

Férderung und Forderung

In der Mathe-Akademie erhalten Schilerinnen und Schiler ab der Jahrgangsstufe 10 bis zur Q2 derzeit
kostenlose Nachhilfe in Gruppen von hochstens zwolf Personen, samstags, etwa zweimal im Monat.
Der Team-Wettbewerb ,,Macht Mathe” wird in den Leistungskursen der Qualifikationsphase ver-
pflichtend durchgefiihrt.

Besonders begabte Schiilerinnen und Schiiler werden bei der Teilnahme an der Mathematik-Olympi-
ade oder an ,Jugend forscht” individuell unterstiitzt; nach Beratung ist die Teilnahme an der Schiiler-
Uni der TU Dortmund oder der Junior-Uni der Universitat Miinster moglich.

Geeignete Schiilerinnen und Schiler der Oberstufe unterstiitzen die individuelle Forderung am AFG:
Sie geben Nachhilfe in Kleingruppen, unterstitzen als Schiilercoaches und ibernehmen die Hausauf-
gabenbetreuung.

Sehr gute Facharbeiten kdnnen beim Facharbeits-Slam vorgestellt und bei Wettbewerben eingereicht
werden (u.a. Dr. Hans-Riegel-Fachpreis); eine Erweiterung zur ,Besonderen Lernleistung” im Abitur
ist moglich.



2 Entscheidungen zum Unterricht

2.1 Abfolge verbindlicher Unterrichtsvorhaben

Die Darstellung der Unterrichtsvorhaben besitzt den Anspruch, samtliche im Kernlehrplan (2023) ange-
fihrten Kompetenzerwartungen bis zum Ende der Qualifikationsphase abzudecken. Die Abfolge der Un-
terrichtsvorhaben und deren Zuordnung zu den Halbjahren sind laut Beschluss der Fachkonferenz fiir alle
Lehrkrafte verbindlich; sie dienen vergleichbaren Standards und der Absicherung bei Kurs- und Lehrkraft-
wechseln. Die Abfolge der Einflihrungsphase ist auf die Vorgaben zur Zentralen Klausur am Ende der Ein-
flihrungsphase abzustimmen.

Der ausgewiesene Zeitbedarf ist eine grobe Orientierungsgrofle. Um Spielraum fiir Vertiefungen, indivi-
duelle Forderung, besondere Schiilerinteressen, aktuelle Themen und Wiederholungen zu erhalten, sind
etwa 75 Prozent der Bruttounterrichtszeit verplant. Die Ausfiihrungen zur Umsetzung haben empfehlen-
den Charakter; begriindete Abweichungen sind im Rahmen der padagogischen Freiheit moglich, sofern
insgesamt alle Kompetenzerwartungen des Kernlehrplans berticksichtigt werden. Teile von Kompetenzer-
wartungen, die erst in einem anderen Unterrichtsvorhaben behandelt werden, sind grau gesetzt. Die
Nummern der Kompetenzerwartungen entsprechen der Nummerierung im Kernlehrplan.

Die Einfihrungsphase folgt dem Curriculum der Fachschaft (Stand Oktober 2025, giiltig ab dem Abitur-
jahrgang 2027) in der Abfolge des Lehrwerks , Elemente der Mathematik”. Grundlage fir die Qualifikati-
onsphase ist der Beispiel-Lehrplan des Ministeriums (Fassung vom 18.03.2024). Abweichend davon liegt
die Stochastik im Leistungskurs vollstandig in der Q2 und beginnt mit Bernoulli-Ketten und der Binomial-
verteilung; Umkehrfunktionen und Logarithmus folgen nach der Stochastik. Im Grundkurs schlief3t sich in
der Q1 an die Ebenen (GK-G2) die Untersuchung geometrischer Korper (GK-G3) an; die Q2 beginnt mit
Exponentialfunktionen und zusammengesetzten Funktionen, danach folgt die Stochastik.

Abfolge der Unterrichtsvorhaben

Einfiihrungsphase Zeitbedarf

I: Funktionen und ihre Darstellung — Eigenschaften und Transformationen von Funktionen (E-A1; | ca. 21 Ustd.
,Elemente der Mathematik” EF, Kapitel 1)

IIl: Von der durchschnittlichen zur lokalen Anderungsrate — Ableitung und Ableitungsregeln (E-A2; ca. 21 Ustd.
,Elemente der Mathematik” EF, Kapitel 2)

Ill: Funktionsuntersuchungen — Kriterien und Verfahren zur Untersuchung von Funktionen (E-A3; ca. 18 Ustd.
,Elemente der Mathematik” EF, Kapitel 3)

IV: Unterwegs in 3D — Punkte und Vektoren im Raum (E-G1; ,,Elemente der Mathematik” EF, Kapi- | ca. 12 Ustd.

tel 4.1-4.4)
V: Vektoren und Geraden — Bewegungen im Raum (E-G2; ,Elemente der Mathematik” EF, Kapitel ca. 15 Ustd.

4.5-4.6)

Grundkurs Q1 Zeitbedarf

GK-1: Optimierungsprobleme (GK-A1) ca. 13 Ustd.
GK-2: Modellieren von Sachsituationen mit ganzrationalen Funktionen (inklusive LGS) (GK-A2) ca. 15 Ustd.
GK-3: Von der Anderungsrate zum Bestand (GK-A3) ca. 8 Ustd.
GK-4: Der Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung und seine Anwendungen (GK-A4) ca. 12 Ustd.
GK-5: Die Welt vermessen — das Skalarprodukt und seine ersten Anwendungen (GK-G1) ca. 7 Ustd.
GK-6: Ebenen in Parameter- und Koordinatenform (GK-G2) ca. 12 Ustd.

GK-7: Untersuchungen an geometrischen Kérpern (GK-G3) ca. 10 Ustd.




Grundkurs Q2 Zeitbedarf
GK-8: Von Wachstumsprozessen zur natirlichen Exponentialfunktion (GK-A5) ca. 13 Ustd.
GK-9: Zusammengesetzte Funktionen und Ableitungsregeln (GK-A6) ca. 9 Ustd.
GK-10: Modellieren mit zusammengesetzten Funktionen (GK-A7) ca. 11 Ustd.
GK-11: Alles nur Zufall? — Grundlagen der Wahrscheinlichkeitsrechnung (GK-S1) ca. 17 Ustd.
GK-12: Treffer oder nicht? — Vom Urnenmodell zur Binomialverteilung (GK-S2) ca. 10 Ustd.
GK-13: Anderungen und Auswirkungen — Untersuchung charakteristischer GréRen von Binomial- ca. 11 Ustd.
verteilungen (GK-S3)
Leistungskurs Q1 Zeitbedarf
LK-1: Modellieren von Sachsituationen mit Funktionen (inklusive LGS) (LK-A2) ca. 18 Ustd.
LK-2: Optimierungsprobleme ohne und mit Parametern (LK-A1) ca. 22 Ustd.
LK-3: Von der Anderungsrate zum Bestand (LK-A3) ca. 10 Ustd.
LK-4: Herleitung und Anwendung des Hauptsatzes der Differential- und Integralrechnung (LK-A4) ca. 22 Ustd.
LK-5: Die Welt vermessen — das Skalarprodukt und seine ersten Anwendungen (LK-G1) ca. 10 Ustd.
LK-6: Parametrisierung von Ebenen (LK-G3) ca. 6 Ustd.
LK-7: Ebenen in Normalenform und ihre Schnittmengen (LK-G2) ca. 13 Ustd.
LK-8: Abstandsprobleme bei geradlinig bewegten Objekten (LK-G4) ca. 6 Ustd.
LK-9: Untersuchungen an geometrischen Kérpern unter Einschluss ihrer Schatten- und Spiegelbil- ca. 10 Ustd.
der (LK-G5)
LK-10: Strategieentwicklung bei geometrischen Problemsituationen (LK-G6) ca. 6 Ustd.
LK-11: Zusammengesetzte Funktionen und Ableitungsregeln (LK-A7) ca. 14 Ustd.
LK-12: Von Wachstumsprozessen zur natiirlichen Exponentialfunktion (LK-A5) ca. 15 Ustd.
Leistungskurs Q2 Zeitbedarf
LK-13: Modellieren mit zusammengesetzten Funktionen (LK-A8) ca. 20 Ustd.
LK-14: Modellierung wiederholter Trefferexperimente mit der Binomialverteilung — Berechnung, ca. 14 Ustd.
Umkehrung und Beurteilung von Wahrscheinlichkeiten in Sachkontexten (LK-S1)
LK-15: Abhangig oder nicht? — Bedingte Wahrscheinlichkeiten und stochastische Unabhangigkeit ca. 9 Ustd.
(LK-S2)
LK-16: Was ist zu erwarten? — Erwartungswert und Standardabweichung von ZufallsgréBen und ca. 8 Ustd.
Binomialverteilungen (LK-S3)
LK-17: Prognose und Vertrauen — SchlieBen mit Prognose- und Konfidenzintervallen (LK-S4) ca. 13 Ustd.
LK-18: Alles normal? — Untersuchung und Anwendung von stetigen ZufallsgroRen (LK-S5) ca. 9 Ustd.
LK-19: Umkehrbarkeit und Umkehrfunktionen (LK-A6) ca. 8 Ustd.
Beitrag zum Medienkompetenzrahmen NRW

Die Ziele des Medienkompetenzrahmens NRW (MKR) sind in die Unterrichtsvorhaben integriert. Grund-

lage ist die Synopse , Integration der Ziele des Medienkompetenzrahmens NRW in den Kernlehrplan Ma-

thematik fur die gymnasiale Oberstufe” (QUA-LIS, 2023), die den MKR-Kompetenzen die Kompetenzen

des Kernlehrplans zuordnet. Den Unterrichtsvorhaben sind jeweils die MKR-Kompetenzen zugewiesen, zu

denen sie Uber ihre Kompetenzerwartungen einen erkennbaren Beitrag leisten; die konkrete Umsetzung

ist am Ende jedes Unterrichtsvorhabens beschrieben. Als MMS wird die TI-Nspire™ CAS-App eingesetzt;

ist vom MMS die Rede, ist diese App gemeint. Alle in der Synopse genannten MKR-Kompetenzen werden

sowohl im Grundkurs als auch im Leistungskurs der Qualifikationsphase mindestens einmal gezielt aufge-

griffen.




Unterrichtsvorhaben

MKR-Kompetenzen

EF I: Funktionen und ihre Darstellung — Eigenschaften und Transformationen von Funktionen | 1.1,1.2,1.3
EF 1I: Von der durchschnittlichen zur lokalen Anderungsrate — Ableitung und Ableitungsregeln | 1.2
EF IlI: Funktionsuntersuchungen — Kriterien und Verfahren zur Untersuchung von Funktionen | 1.2,5.4
EF IV: Unterwegs in 3D — Punkte und Vektoren im Raum 1.2
EF V: Vektoren und Geraden — Bewegungen im Raum 4.1,4.2
GK-1: Optimierungsprobleme 1.2,2.2
GK-2: Modellieren von Sachsituationen mit ganzrationalen Funktionen (inklusive LGS) 1.1,1.3,6.2
GK-3: Von der Anderungsrate zum Bestand 1.2,4.1,43
GK-4: Der Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung und seine Anwendungen 1.2
GK-5: Die Welt vermessen — das Skalarprodukt und seine ersten Anwendungen 1.2,2.2
GK-6: Ebenen in Parameter- und Koordinatenform 1.2
GK-7: Untersuchungen an geometrischen Kdrpern 1.2,4.1,43
GK-8: Von Wachstumsprozessen zur natirlichen Exponentialfunktion 1.2,2.1,2.3
GK-9: Zusammengesetzte Funktionen und Ableitungsregeln 1.2
GK-10: Modellieren mit zusammengesetzten Funktionen 41,4.2,5.4
GK-11: Alles nur Zufall? — Grundlagen der Wahrscheinlichkeitsrechnung 1.2,2.2
GK-12: Treffer oder nicht? — Vom Urnenmodell zur Binomialverteilung 12,21
GK-13: Anderungen und Auswirkungen — Untersuchung charakteristischer GréRen von Bino- 1.2,54
mialverteilungen
LK-1: Modellieren von Sachsituationen mit Funktionen (inklusive LGS) 1.1,1.3,6.2
LK-2: Optimierungsprobleme ohne und mit Parametern 1.2
LK-3: Von der Anderungsrate zum Bestand 1.2,4.1,4.2,4.3
LK-4: Herleitung und Anwendung des Hauptsatzes der Differential- und Integralrechnung 1.2
LK-5: Die Welt vermessen — das Skalarprodukt und seine ersten Anwendungen 1.2,2.2
LK-6: Parametrisierung von Ebenen 1.2
LK-7: Ebenen in Normalenform und ihre Schnittmengen 1.2,2.2
LK-8: Abstandsprobleme bei geradlinig bewegten Objekten -
LK-9: Untersuchungen an geometrischen Kérpern unter Einschluss ihrer Schatten- und Spie- 1.2,4.1,43
gelbilder
LK-10: Strategieentwicklung bei geometrischen Problemsituationen 5.4
LK-11: Zusammengesetzte Funktionen und Ableitungsregeln 1.2
LK-12: Von Wachstumsprozessen zur natirlichen Exponentialfunktion 1.2,2.1,23
LK-13: Modellieren mit zusammengesetzten Funktionen 4.1,4.2,5.4
LK-14: Modellierung wiederholter Trefferexperimente mit der Binomialverteilung — Berech- 1.2
nung, Umkehrung und Beurteilung von Wahrscheinlichkeiten in Sachkontexten
LK-15: Abhangig oder nicht? — Bedingte Wahrscheinlichkeiten und stochastische Unabhan- 2.2
gigkeit
LK-16: Was ist zu erwarten? — Erwartungswert und Standardabweichung von ZufallsgroRBen 1.2
und Binomialverteilungen
LK-17: Prognose und Vertrauen — Schlieen mit Prognose- und Konfidenzintervallen 1.2,2.3,54
LK-18: Alles normal? — Untersuchung und Anwendung von stetigen ZufallsgroRen 2.1,54
LK-19: Umkehrbarkeit und Umkehrfunktionen 1.2,5.4




Ubersicht iiber die Unterrichtsvorhaben

Einfiihrungsphase

Unterrichtsvorhaben I: Funktionen und ihre Darstellung — Eigenschaften und Transformationen von
Funktionen (E-A1)
(Zeitbedarf: ca. 21 Ustd.)

Inhaltsfeld: Funktionen und Analysis (A)

Inhaltliche Schwerpunkte:

e Funktionen: Potenzfunktionen mit ganzzahligen Exponenten, ganzrationale Funktionen

e Eigenschaften von Funktionen: Verlauf des Graphen, Definitionsbereich, Wertebereich, Nullstellen,
Symmetrie, Verhalten fir x = oo

e Transformationen: Spiegelung an den Koordinatenachsen, Verschiebung, Streckung

Kompetenzerwartungen: Die Schilerinnen und Schiler

(1) bestimmen die Eigenschaften von Potenzfunktionen mit ganzzahligen Exponenten und von
ganzrationalen Funktionen,

(2) l6sen Polynomgleichungen, die sich durch einfaches Ausklammern auf lineare oder quadratische
Gleichungen zurlickfiihren lassen, ohne Hilfsmittel,

(3) erkunden und systematisieren den Einfluss von Parametern im Funktionsterm auf die Eigen-
schaften der Funktion (quadratische Funktionen, Potenzfunktionen, Sinusfunktion),

(4) wenden Transformationen beziiglich beider Achsen auf Funktionen (ganzrationale Funktionen,
Sinusfunktion) an und deuten die zugehérigen Parameter,

(18) nutzen an den unterschiedlichen Darstellungsformen einer Funktion ablesbare Eigenschaften als
Argumente, um Losungswege effizient zu gestalten.

Prozessbezogene Kompetenzen: Die Schiilerinnen und Schiiler

Ope-(3) fihren geeignete Rechenoperationen auf der Grundlage eines inhaltlichen Verstandnisses
durch,

Ope-(5) fihren Darstellungswechsel sicher aus,

Ope-(11) nutzen Mathematikwerkzeuge zum Darstellen, Berechnen, Kontrollieren und Prasentieren
sowie zum Erkunden,

Ope-(12) verwenden im Unterricht ein modulares Mathematiksystem (MMS) zum ...
- Losen von Gleichungen und Gleichungssystemen auch abhangig von Parametern,
- zielgerichteten Variieren von Parametern von Funktionen,
- Erstellen von Graphen und Wertetabellen von Funktionen,

Mod-(3) Ubersetzen zunehmend komplexe reale Situationen in mathematische Modelle,

Pro-(4) erkennen Muster und Beziehungen und generieren daraus Vermutungen,

Pro-(7) setzen Routineverfahren auch hilfsmittelfrei zur Losung ein,

Kom-(6) verwenden die Fachsprache und fachspezifische Notation in angemessenem Umfang,

Kom-(7) waéhlen begriindet geeignete digitale und analoge Medien und mathematische Darstel-
lungsformen (graphisch-visuell, algebraisch-formal, , verbal-sprach-
lich) aus,

Kom-(8) wechseln flexibel zwischen mathematischen Darstellungsformen.




Umsetzung (Lehrwerk , Elemente der Mathematik” EF, nach dem Curriculum der Fachschaft):

1.1 Funktionen und ihre Darstellung (S. 10-13): Begriffe Funktion, Definitionsbereich, Wertebereich,
Graph, Wertetabelle; Intervall- und Mengenschreibweisen werden erklart; abschnittsweise defi-
nierte Funktionen werden eingefiihrt; auf Funktionen mit eingeschrankten Definitionsbereichen
wird hingewiesen; einfache Modellierungen mit linearen und quadratischen Funktionen.

1.2 Potenzfunktionen (S. 14-15): Eigenschaften von Potenzfunktionen mit ganzzahligen Exponenten
werden zusammengetragen; Punkte auf dem Graphen werden bestimmt; Graphen werden erkannt
und den Funktionstermen zugeordnet.

1.3 Funktionsgraphen verschieben und strecken (S. 16—19): Einfluss der Parameter auf den Verlauf des

Graphen von g fir g(x)=f(x)+d, g(x)=f(x—c),g(x) =k f(x) und g(x) = f(k-x);
Funktionsterme zu vorgegebenen Transformationen aufstellen.

1.4 Ganzrationale Funktionen (S. 20-23): Begriffe ganzrationale Funktion, Polynom, Grad, Koeffizien-
ten; Terme ganzrationaler Funktionen erkennen; Globalverlauf fir x — +oco in Abhangigkeit vom
Summanden mit dem gréRten Exponenten bestimmen.

1.5 Symmetrien von Funktionsgraphen (S. 24—27): Achsensymmetrie zur y-Achse und Punktsymmetrie
zum Koordinatenursprung rechnerisch am Funktionsterm nachweisen; einfache Erkennung bei
ganzrationalen Funktionen an den Exponenten; am Ende auch Aufgaben zu anderen Symmetrien.

1.6 Nullstellen (S. 28—31): Nullstellen ganzrationaler Funktionen mithilfe von Faktoren oder durch Aus-
klammern ohne Hilfsmittel und mithilfe eines Rechners bestimmen; auf den Verlauf der Graphen
an mehrfachen Nullstellen wird eingegangen.

1.7 Wiederholungen S. 34-37.

Hinweis:

e Ein besonderes Augenmerk liegt in diesem Unterrichtsvorhaben auf der Einfihrung bzw. Wieder-
holung der elementaren Bedienkompetenzen der TI-Nspire™ CAS-App.

e Die Kompetenzerwartungen (3) und (4) beziehen die Sinusfunktion ein, die aus Klasse 10 bekannt
ist; Transformationen werden daher auch an der Sinusfunktion betrachtet.

Beitrag zum Medienkompetenzrahmen NRW (MKR):

e MKR 1.1 (Medienausstattung (Hardware)): Die TI-Nspire™ CAS-App wird auf den persénlichen iPads
eingefiihrt bzw. wiederholt; die Lernenden lernen, wann der Einsatz sinnvoll ist (Ope-11).

e MKR 1.3 (Datenorganisation): MMS-Dokumente und Unterrichtsmaterialien werden in einer ver-
abredeten Struktur gespeichert und (iber die Schulcloud abgerufen (Ope-11).

e MKR 1.2 (Digitale Werkzeuge): Der Einfluss von Parametern auf Graphen (auch der Sinusfunktion)
wird mit Schiebereglern im MMS erkundet (Kom-7, Ope-12).




Unterrichtsvorhaben II: Von der durchschnittlichen zur lokalen Anderungsrate — Ableitung und Ablei-

tungsregeln (E-A2)
(Zeitbedarf: ca. 21 Ustd.)

Inhaltsfeld: Funktionen und Analysis (A)

Inhaltliche Schwerpunkte:

e Grundverstiandnis des Ableitungsbegriffs: mittlere und lokale Anderungsrate, graphisches Ableiten,
Sekante und Tangente

e Differentialrechnung: Ableitungsregeln (Potenz-, Summen- und Faktorregel)

Kompetenzerwartungen: Die Schilerinnen und Schiler

(5) berechnen mittlere und lokale Anderungsraten und interpretieren sie im Sachkontext,

(6) erlautern den Zusammenhang zwischen Geschwindigkeit und zurilickgelegter Strecke anhand
entsprechender Funktionsgraphen,

(7) erlautern qualitativ auf der Grundlage eines propaddeutischen Grenzwertbegriffs an Beispielen
den Ubergang von der mittleren zur lokalen Anderungsrate, nutzen die Schreibweise l)lcr_r} (),

(8) deuten die Ableitung an einer Stelle als lokale Anderungsrate sowie als Steigung der Tangente
an den Graphen,

(9) bestimmen Sekanten-, Tangenten- sowie Normalensteigungen und berechnen Steigungswinkel,

(10) beschreiben und interpretieren Anderungsraten funktional (Ableitungsfunktion),

(11) leiten Funktionen graphisch ab und entwickeln umgekehrt zum Graphen der Ableitungsfunktion
einen passenden Funktionsgraphen,

(13) nutzen die Ableitungsregel fiir Potenzfunktionen mit natlrlichem Exponenten,

(14) wenden die Summen- und Faktorregel an und beweisen eine dieser Ableitungsregeln.

Prozessbezogene Kompetenzen: Die Schiilerinnen und Schiler

Ope-(2) Ubersetzen symbolische und formale Sprache in natirliche Sprache und umgekehrt,

Ope-(5) fihren Darstellungswechsel sicher aus,

Ope-(11) nutzen Mathematikwerkzeuge zum Darstellen, Berechnen, Kontrollieren und Prasentieren
sowie zum Erkunden,

Ope-(12) verwenden im Unterricht ein modulares Mathematiksystem (MMS) zum ...
- Erstellen von Graphen und Wertetabellen von Funktionen,

Mod-(5) erarbeiten mithilfe mathematischer Kenntnisse und Fertigkeiten Losungen innerhalb des
mathematischen Modells,

Mod-(6) beziehen erarbeitete Losungen wieder auf die reale Situation und interpretieren diese als
Antwort auf die Fragestellung,

Pro-(4) erkennen Muster und Beziehungen und generieren daraus Vermutungen,

Arg-(4) erldutern Zusammenhdnge zwischen Fachbegriffen,

Arg-(9) erklaren vorgegebene Argumentationsketten und mathematische Beweise,

Kom-(3) erlautern mathematische Begriffe in innermathematischen und anwendungsbezogenen Zu-
sammenhangen,

Kom-(8) wechseln flexibel zwischen mathematischen Darstellungsformen.




Umsetzung (Lehrwerk , Elemente der Mathematik” EF, nach dem Curriculum der Fachschaft):

2.1 Mittlere Anderungsrate (S. 40-45): Begriffe Differenzenquotient, mittlere Anderungsrate, Sekante;
mittlere Anderungsraten aus Tabellen und Graphen bestimmen und mit dem Funktionsterm be-
rechnen; geometrische Deutung als Sekantensteigung; Gleichung einer Sekante bestimmen; mitt-
lere Anderungsraten in Sachkontexten deuten.

2.2 Lokale Anderungsrate (S. 46-51): Momentangeschwindigkeit niherungsweise aus mittleren Ge-
schwindigkeiten bestimmen; Begriffe Grenzwert des Differenzenquotienten, lokale Anderungsrate,
Ableitung an einer Stelle, Tangente, Steigung eines Graphen in einem Punkt; Tangentensteigung als
Grenzwert von Sekantensteigungen; lokale Anderungsraten werden hier nur ndherungsweise mit-
hilfe des Differenzenquotienten oder durch Einzeichnen einer Tangente nach Augenmal? bestimmt.

2.3 Ableitung an einer Stelle berechnen (S. 52-55): exakte Bestimmung der Ableitung an einer Stelle
fiir die Quadratfunktion mit Beweis; Einfihrung der h-Schreibweise; Ableitungen weiterer quadra-
tischer Funktionen an einer Stelle. Differenzierbarkeit (S. 56—57) als Vorschlag fiir ein Referat.

2.4 Graph der Ableitungsfunktion (S. 58—63): Begriffe Ableitungsfunktion, grafisches Differenzieren,
Hochpunkt, Tiefpunkt, Wendepunkt, Sattelpunkt; aus dem Graphen einer Funktion f wird der Graph
der Ableitungsfunktion f' entwickelt; Wendepunkte erkennt man an der extremalen Steigung der
Tangente. Hier werden die Grundlagen fiir die Funktionsuntersuchungen gelegt; die Entwicklung
des Graphen von f aus dem Graphen von f’ folgt in Abschnitt 3.1.

2.5 Potenzregel (S. 64—65): Die Kubikfunktion wird abgeleitet; die Vorgehensweise wird auf Potenz-
funktionen libertragen.

2.6 Faktor- und Summenregel (S. 66—69): Herleitung der Regeln; besonders der Beweis der Faktorregel
bietet sich an; Anwendung in innermathematischen Aufgaben und Sachaufgaben.

2.7 Tangenten und Normalen (S. 70-75): Der Begriff der Normalen wird zusammen mit der Orthogona-
litatsbedingung von Geraden eingefiihrt; Aufgaben zu Tangenten und Normalen; Steigungswinkel;
Orthogonalitat von Funktionsgraphen.

2.8 Wiederholungen S. 78-81.
Beitrag zum Medienkompetenzrahmen NRW (MKR):

e MKR 1.2 (Digitale Werkzeuge): Sekantensteigungen fir immer kleinere Intervalle und der Graph
der Ableitungsfunktion werden mit dem MMS untersucht (Ope-11, Ope-12).




Unterrichtsvorhaben lll: Funktionsuntersuchungen — Kriterien und Verfahren zur Untersuchung von
Funktionen (E-A3)

(Zeitbedarf: ca. 18 Ustd.)
Inhaltsfeld: Funktionen und Analysis (A)

Inhaltliche Schwerpunkte:
e Differentialrechnung: Monotonie, Extrempunkte, lokale und globale Extrema, Krimmungsverhal-
ten, Wendepunkte

Kompetenzerwartungen: Die Schiilerinnen und Schiler

(11) leiten Funktionen graphisch ab und entwickeln umgekehrt zum Graphen der Ableitungsfunktion
einen passenden Funktionsgraphen,

(12) beschreiben das Monotonieverhalten einer Funktion mithilfe der Ableitung,

(15) unterscheiden lokale und globale Extrema im Definitionsbereich,

(16) verwenden das notwendige Kriterium und hinreichende Kriterien zur Bestimmung von Extrem-
bzw. Wendepunkten,

(17) beschreiben das Krimmungsverhalten des Graphen einer Funktion mithilfe der 2. Ableitung,

(19) losen innermathematische und anwendungsbezogene Problemstellungen mithilfe von ganzrati-
onalen Funktionen.

Prozessbezogene Kompetenzen: Die Schiilerinnen und Schiiler

Ope-(1) wenden grundlegende Kopfrechenfertigkeiten sicher an,

Ope-(4) verwenden Basiswissen, mathematische Regeln und Gesetze sowie Algorithmen bei der Ar-
beit mit mathematischen Objekten,

Ope-(7) nutzen schematisierte und strategiegeleitete Verfahren und wahlen diese situationsgerecht
aus,

Ope-(11) nutzen Mathematikwerkzeuge zum Darstellen, Berechnen, Kontrollieren und Prasentieren
sowie zum Erkunden,

Ope-(12) verwenden im Unterricht ein modulares Mathematiksystem (MMS) zum ...
- Erstellen von Graphen und Wertetabellen von Funktionen,
- Ermitteln eines Funktionsterms der Ableitung einer Funktion auch abh. von Parametern,

Ope-(13) entscheiden situationsangemessen tber den Einsatz mathematischer Hilfsmittel und digita-
ler Mathematikwerkzeuge und wéhlen diese begriindet aus,

Mod-(3) Ubersetzen zunehmend komplexe reale Situationen in mathematische Modelle,

Mod-(4) ordnen einem mathematischen Modell passende reale Situationen zu,

Mod-(5) erarbeiten mithilfe mathematischer Kenntnisse und Fertigkeiten Losungen innerhalb des
mathematischen Modells,

Mod-(6) beziehen erarbeitete Losungen wieder auf die reale Situation und interpretieren diese als
Antwort auf die Fragestellung,

Pro-(6) wahlen geeignete Begriffe, Zusammenhange, Verfahren sowie Medien und Werkzeuge zur
Problemldsung aus,

Pro-(8) bericksichtigen einschrankende Bedingungen,

Pro-(10) Uberpriifen die Plausibilitidt von Ergebnissen und interpretieren diese vor dem Hintergrund
der Fragestellung,

Pro-(12) vergleichen und beurteilen verschiedene Losungswege und optimieren diese mit Blick auf
Schllssigkeit und Effizienz,

Arg-(5) begrinden Losungswege und nutzen dabei mathematische Regeln und Satze sowie sachlo-
gische Argumente,




Arg-(8) verwenden in ihren Begriindungen vermehrt logische Strukturen (notwendige und hinrei-
chende Bedingung, Folgerung, Aquivalenz, Und- sowie Oder- Verkniipfungen, Negation, All-
und Existenzaussagen),

Kom-(9) dokumentieren und prasentieren Arbeitsschritte, Lésungswege und Argumentationen voll-
standig und koharent.

Umsetzung (Lehrwerk ,,Elemente der Mathematik” EF, nach dem Curriculum der Fachschaft):

3.1 Monotonie (S. 84—87): strenge Monotonie, Monotoniesatz; Monotonieintervalle werden rechne-
risch mithilfe der 1. Ableitung bestimmt, der Vorzeichenwechsel wird tberprift und tbersichtlich
dargestellt; Eigenschaften von f am Graphen von f’ erkennen; aus dem Graphen von f’ einen mogli-
chen Graphen von f entwickeln.

3.2 Extrempunkte (S. 88-93): Unterscheidung von Extrempunkten und Extremstellen; notwendiges Kri-
terium und Vorzeichenwechselkriterium; Begriffe lokales und globales Maximum bzw. Minimum,
lokales und globales Extremum, Randextremum; Extrempunkte auch mithilfe eines Rechners be-
stimmen.

3.3 Zweite Ableitung (S. 94-97): zweite und dritte Ableitung werden eingefiihrt; das f”-Kriterium fir
Extremstellen wird begriindet; Zusammenhange zwischen den Graphen von f, f und f* werden auf-
gezeigt.

3.4 Wendepunkte (S. 98—-103): Begriffe Linkskurve, Rechtskurve; Krimmungsverhalten von f an der Mo-
notonie von f' erkennen; notwendiges und hinreichendes Kriterium fir Wendestellen; Wende-
punkte rechnerisch mithilfe von f” bestimmen, Vorzeichenwechsel tberprifen und lbersichtlich
darstellen; Wendepunkte mithilfe eines Rechners bestimmen; f*’-Kriterium.

3.5 Funktionsuntersuchungen (S. 106—109, inklusive Parameter in Funktionen und deren Bedeutung):
Die Kriterien der vorangegangenen Abschnitte werden lbersichtlich dargestellt und in innermathe-
matischen Aufgaben und Sachaufgaben angewendet.

3.6 Wiederholungen S. 110-113.

Beitrag zum Medienkompetenzrahmen NRW (MKR):

e MKR 1.2 (Digitale Werkzeuge): Funktionsuntersuchungen werden mit dem MMS kontrolliert; Gra-
phen von f, f und f” werden gemeinsam dargestellt (Ope-12).

e MKR 5.4 (Selbstregulierte Mediennutzung): Die Lernenden entscheiden situationsangemessen,
welche Schritte sie hilfsmittelfrei und welche mit dem MMS bearbeiten (Ope-13).




Unterrichtsvorhaben IV: Unterwegs in 3D — Punkte und Vektoren im Raum (E-G1)
(Zeitbedarf: ca. 12 Ustd.)

Inhaltsfeld: Analytische Geometrie und Lineare Algebra (G)

Inhaltliche Schwerpunkte:

e Koordinatisierungen des Raumes: Punkte, Ortsvektoren, Vektoren
e Vektoroperationen: Addition, Multiplikation mit einem Skalar

e Eigenschaften von Vektoren: Lange, Kollinearitat

Kompetenzerwartungen: Die Schiilerinnen und Schiler

(1) wahlen geeignete kartesische Koordinatisierungen fiir die Bearbeitung eines geometrischen
Sachverhalts in der Ebene und im Raum,

(2) stellen geometrische Objekte in einem raumlichen kartesischen Koordinatensystem dar,

(3) deuten Vektoren geometrisch als Verschiebungen und in bestimmten Sachkontexten als Ge-
schwindigkeit,

(4) berechnen Langen von Vektoren und Abstande zwischen Punkten mithilfe des Satzes des Pytha-
goras,

(5) addieren Vektoren, multiplizieren Vektoren mit einem Skalar und untersuchen Vektoren auf Kol-
linearitat,

(6) weisen Eigenschaften geometrischer Figuren mithilfe von Vektoren nach.

Prozessbezogene Kompetenzen: Die Schiilerinnen und Schiiler

Ope-(1) wenden grundlegende Kopfrechenfertigkeiten sicher an,

Ope-(3) flhren geeignete Rechenoperationen auf der Grundlage eines inhaltlichen Verstandnisses
durch,

Ope-(8) erstellen Skizzen geometrischer Situationen und wechseln zwischen Perspektiven,

Ope-(11) nutzen Mathematikwerkzeuge zum Darstellen, Berechnen, Kontrollieren und Prasentieren
sowie zum Erkunden,

Ope-(12) verwenden im Unterricht ein modulares Mathematiksystem (MMS) zum ...
- Darstellen von geometrischen Situationen im Raum,

Pro-(3) wahlen zur Erfassung einer Situation heuristische Hilfsmittel aus (Skizze, informative Figur,
Tabelle, experimentelle Verfahren),

Arg-(5) begrinden Losungswege und nutzen dabei mathematische Regeln und Satze sowie sachlo-
gische Argumente,

Kom-(4) erfassen und erldutern mathematische Darstellungen, auch wenn diese nicht vertraut sind,

Kom-(6) verwenden die Fachsprache und fachspezifische Notation in angemessenem Umfang.




Umsetzung (Lehrwerk , Elemente der Mathematik” EF, nach dem Curriculum der Fachschaft):

4.1 Punkte im Raum (S. 116-119): Einflihrung eines rdumlichen Koordinatensystems; Schragbild des
Koordinatensystems auf Karogitter zeichnen; Punkte mithilfe ihres Koordinatenzuges zeichnen; Ko-
ordinaten an Schragbildern ablesen; Schragbild eines Korpers im Koordinatensystem zeichnen; Hin-
weis auf Probleme beim Ablesen von Koordinaten; Projektion in eine Koordinatenebene; Spiege-
lungen.

4.2 Verschiebungen im Raum — Vektoren (S. 120-123): Vektor als Verschiebung, die durch ein Zahlent-
ripel beschrieben werden kann; Begriffe Verbindungsvektor, Ortsvektor, Nullvektor, Gegenvektor;
Lange eines Vektors; Abstand zweier Punkte im Raum.

4.3 Vektoren addieren und subtrahieren (S. 124-127): Summen- und Differenzvektor berechnen und
am Vektorparallelogramm deuten; Rechengesetze; Eigenschaften von Dreiecken und Vierecken
mithilfe von Vektoren untersuchen.

4.4 Vektoren vervielfachen (S. 128-131): Vielfache geometrisch als parallele Pfeile deuten — Kollineari-
tat; Vektoren auf Parallelitdt prifen (lineares Gleichungssystem mit einer Variablen und drei Glei-
chungen); Vektoren in Figuren durch Linearkombinationen beschreiben; Mittelpunkt einer Strecke.
Bewegung auf dem Wasser (S. 132—133): Vektoren als Geschwindigkeiten deuten.

Beitrag zum Medienkompetenzrahmen NRW (MKR):
e MKR 1.2 (Digitale Werkzeuge): Punkte, Vektoren und Koérper werden mit der 3D-Darstellung des
MMS bzw. GeoGebra veranschaulicht (Ope-11, Ope-12).




Unterrichtsvorhaben V: Vektoren und Geraden — Bewegungen im Raum (E-G2)
(Zeitbedarf: ca. 15 Ustd.)

Inhaltsfeld: Analytische Geometrie und Lineare Algebra (G)

Inhaltliche Schwerpunkte:

e Geraden und Strecken: Parameterform

e Lagebeziehung von Geraden: identisch, parallel, windschief, sich schneidend
e Schnittpunkte: Geraden

Kompetenzerwartungen: Die Schiilerinnen und Schiler

(7) stellen Geraden und Strecken in Parameterform dar,

(8) interpretieren Parameter von Geradengleichungen im Sachkontext,

(9) untersuchen Lagebeziehungen von Geraden,

(10) untersuchen geometrische Situationen im Raum mithilfe digitaler Mathematikwerkzeuge,

(11) nutzen Eigenschaften von Vektoren und Parametergleichungen von Geraden beim Losen von
innermathematischen und anwendungsbezogenen Problemstellungen,

(12) l6sen lineare Gleichungssysteme im Zusammenhang von Lagebeziehungen von Geraden und in-
terpretieren die jeweilige Losungsmenge.

Prozessbezogene Kompetenzen: Die Schiilerinnen und Schiiler

Ope-(1) wenden grundlegende Kopfrechenfertigkeiten sicher an,

Ope-(8) erstellen Skizzen geometrischer Situationen und wechseln zwischen Perspektiven,

Mod-(3) Ubersetzen zunehmend komplexe reale Situationen in mathematische Modelle,

Mod-(8) benennen Grenzen aufgestellter mathematischer Modelle und vergleichen Modelle bzgl.
der Angemessenheit,

Pro-(9) entwickeln Ideen fir mogliche Losungswege, planen Vorgehensweisen zur Losung eines
Problems und flihren Lésungsplane zielgerichtet aus,

Pro-(12) vergleichen und beurteilen verschiedene Losungswege und optimieren diese mit Blick auf
Schllssigkeit und Effizienz,

Arg-(8) verwenden in ihren Begriindungen vermehrt logische Strukturen (notwendige und hinrei-
chende Bedingung, Folgerung, Aquivalenz, Und- sowie Oder- Verkniipfungen, Negation, All-
und Existenzaussagen),

Kom-(2) beschreiben Beobachtungen, bekannte Losungswege und Verfahren,

Kom-(10) konzipieren, erstellen und prasentieren analoge und digitale Lernprodukte,

Kom-(11) greifen Beitrage auf und entwickeln sie weiter.




Umsetzung (Lehrwerk , Elemente der Mathematik” EF, nach dem Curriculum der Fachschaft):

4.5 Geraden im Raum (S. 134-139): Begriffe Parameterdarstellung, Richtungsvektor, Stitzvektor, Ur-
sprungsgerade; Gerade durch zwei Punkte bestimmen; Punktprobe (lineares Gleichungssystem mit
einer Variablen und drei Gleichungen); Strecken beschreiben; Lage einer Geraden im Raum — Spur-
punkte bestimmen.

4.6 Lagebeziehungen zwischen Geraden (S. 140-143): mogliche Lagen von Geraden im Raum verdeut-
lichen; systematische Untersuchung von Lagebeziehungen; Schnittpunktbestimmung (lineares Glei-
chungssystem mit zwei Variablen und drei Gleichungen); Lagebeziehungen mithilfe eines Rechners
untersuchen; Losungsverhalten linearer Gleichungssysteme geometrisch deuten. Wiederholungen
S. 144-147.

Hinweis:
e Abschnitt 4.6 kann gegebenenfalls in die Q1 verlegt werden; er wird dann zu Beginn der Analyti-
schen Geometrie der Q1 behandelt (vgl. GK-5 bzw. LK-5).

Beitrag zum Medienkompetenzrahmen NRW (MKR):

o MKR4.1 (Medienproduktion und Prasentation): Die Lernenden stellen Losungen zu Bewegungsauf-
gaben (z.B. Flugbahnen) als digitales Lernprodukt dar und prasentieren sie (Kom-10).

o MKR 4.2 (Gestaltungsmittel): Die Lernprodukte werden hinsichtlich Darstellung und Verstandlich-
keit beurteilt (Kom-10).

Summe Einfiihrungsphase: 120 Unterrichtsstunden (3 Wochenstunden)

VereinbarungsgemaR in Unterrichtsvorhaben verplant: 87 Unterrichtsstunden




Qualifikationsphase

Grundkurs Q1

Unterrichtsvorhaben GK-1: Optimierungsprobleme (GK-A1)
(Zeitbedarf: ca. 13 Ustd.)

Inhaltsfeld: Funktionen und Analysis (A)

Inhaltliche Schwerpunkte:
e  Funktionen: ganzrationale Funktionen, Exponentialfunktionen

e Fortfihrung der Differentialrechnung: Produktregel, Extremwertprobleme, Rekonstruktion von Funkti-
onstermen (,Steckbriefaufgaben®)

Kompetenzerwartungen: Die Schilerinnen und Schiler

(1) fuhren Extremwertprobleme durch Kombination mit Nebenbedingungen auf Funktionen einer
Variablen zurilick und |6sen diese,

(2) nutzen die Eigenschaften von ganzrationalen Funktionen, Exponentialfunktionen, der Sinusfunk-
tion, der Kosinusfunktion, der Potenzfunktionen vx und i sowie der Transformationen dieser
Funktionen zur Beantwortung von Fragestellungen,

(4) erlautern den Begriff der Umkehrfunktion am Beispiel der Wurzelfunktion unter Berlicksichti-
gung des Graphen sowie des Definitions- und des Wertebereichs,

(5) bilden ohne Hilfsmittel die Ableitungen von ganzrationalen Funktionen, der natirlichen Expo-
nentialfunktion, der Sinus- und der Kosinusfunktion sowie der Potenzfunktionen v/x und i und

wenden die Produktregel an.

Prozessbezogene Kompetenzen: Die Schiilerinnen und Schiiler

Ope-(6) flihren verschiedene Losungs- und Kontrollverfahren durch, vergleichen und bewerten
diese,

Ope-(12) verwenden im Unterricht ein modulares Mathematiksystem (MMS) zum ...
— Lo6sen von Gleichungen und Gleichungssystemen auch abhangig von Parametern,
— Erstellen von Graphen und Wertetabellen von Funktionen,
— Ermitteln eines Funktionsterms der Ableitung einer Funktion auch abhangig von Parame-

tern,

Mod-(1) erfassen und strukturieren zunehmend komplexe reale Situationen mit Blick auf eine kon-
krete Fragestellung,

Mod-(2) treffen begriindet Annahmen und nehmen Vereinfachungen realer Situationen vor,

Mod-(3) libersetzen zunehmend komplexe reale Situationen in mathematische Modelle,

Mod-(5) erarbeiten mithilfe mathematischer Kenntnisse und Fertigkeiten Losungen innerhalb des
mathematischen Modells,

Mod-(6) beziehen erarbeitete Losungen wieder auf die reale Situation und interpretieren diese als
Antwort auf die Fragestellung,

Mod-(8) benennen Grenzen aufgestellter mathematischer Modelle und vergleichen Modelle bzgl. der
Angemessenheit,

Mod-(9) verbessern aufgestellte Modelle mit Blick auf die Fragestellung,

Pro-(2) analysieren und strukturieren die Problemsituation,

Pro-(8) bericksichtigen einschrankende Bedingungen,

Pro-(9) entwickeln Ideen fiir mogliche Losungswege, planen Vorgehensweisen zur Losung eines
Problems und fiihren Losungsplane zielgerichtet aus,

Pro-(14) variieren und verallgemeinern Fragestellungen vor dem Hintergrund einer Losung,

Arg-(5) begriinden Losungswege und nutzen dabei mathematische Regeln und S&tze sowie sachlogi-
sche Argumente,




Arg-(6) entwickeln tragfahige Argumentationsketten durch die Verkniipfung von einzelnen Argu-
menten,

Arg-(8) verwenden in ihren Begriindungen vermehrt logische Strukturen (notwendige und hinrei-
chende Bedingung, Folgerung, Aquivalenz, Und- sowie Oder- Verkniipfungen, Negation, All-
und Existenzaussagen),

Kom-(1) erfassen, strukturieren und formalisieren Informationen aus zunehmend komplexen mathe-
matikhaltigen analogen und digitalen Quellen sowie aus mathematischen Fachtexten und
Unterrichtsbeitragen,

Kom-(5) formulieren eigene Uberlegungen und beschreiben zunehmend komplexe eigene Lésungs-
wege.

Umsetzung:

Gestartet wird mit Optimierungsproblemen mit ganzrationalen Funktionen. Als Einstiegsproblem hat
sich z.B. die Optimierung einer offenen Schachtel, die aus einem DIN-A4-Papier gefaltet wird, bewahrt.
Das Aufstellen der Funktionsgleichungen bei Optimierungsproblemen fordert Problemldsestrategien.
Die Lernenden sollten deshalb hinreichend Zeit bekommen, mit Methoden des kooperativen Lernens
selbststandig zu Zielfunktionen zu kommen und dabei unterschiedliche Losungswege entwickeln. In
diesem Rahmen werden grundlegende Inhalte der Einflihrungsphase integrierend wiederholt. An min-
destens einem Problem im Sachzusammenhang entdecken die Schiilerinnen und Schiiler die Notwen-
digkeit, Randextrema zu betrachten. Mindestens ein Verpackungsproblem (optimale Verpackung) wird
unter dem Aspekt der Modellvalidierung/Modellkritik und Modellvariation untersucht. In diesen Kon-
texten entstehen auch Zielfunktionen, die nicht rein ganzrational sind. In diesem Zusammenhang ent-
wickeln die Schiilerinnen und Schiiler die Ableitungen der Potenzfunktionen v/x und 3—16 Komplexere

Funktionen kdnnen mithilfe eines MMS untersucht werden.

Exkurs: Beim Losen von Gleichungen der Form x* = a wird die Wurzelfunktion als Umkehrfunktion der
Quadratfunktion (eingeschrankt auf x = 0) betrachtet; der Zusammenhang der Graphen wird als Spie-
gelung an der Winkelhalbierenden gedeutet.

Beitrag zum Medienkompetenzrahmen NRW (MKR):

e MKR 1.2 (Digitale Werkzeuge): Zielfunktionen von Optimierungsproblemen werden mit dem MMS
graphisch und numerisch untersucht; Randwerte und Definitionsbereiche werden am Graphen
kontrolliert (Ope-12).

e MKR 2.2 (Informationsauswertung): Informationen aus Sachtexten und Skizzen werden fir die Mo-
dellierung strukturiert und formalisiert (Kom-1).




Unterrichtsvorhaben GK-2: Modellieren von Sachsituationen mit ganzrationalen Funktionen (inklusive
LGS) (GK-A2)

(Zeitbedarf: ca. 15 Ustd.)

Inhaltsfelder: Funktionen und Analysis (A)
Analytische Geometrie und Lineare Algebra (G)

Inhaltliche Schwerpunkte:

e Funktionen: ganzrationale Funktionen, Exponentialfunktionen

e Eigenschaften von Funktionen: Verlauf des Graphen, Definitionsbereich, Wertebereich, Nullstellen,
Symmetrie, Verhalten fir x — oo

e Fortflihrung der Differentialrechnung: Produktregel, Extremwertprobleme, Rekonstruktion von Funk-
tionstermen (,,Steckbriefaufgaben®)

e Lineare Gleichungssysteme (Inhaltsfeld: Analytische Geometrie und Lineare Algebra)

Kompetenzerwartungen:

Funktionen und Analysis (A): Die Schiilerinnen und Schiiler

(2) nutzen die Eigenschaften von ganzrationalen Funktionen, Exponentialfunktionen, der Sinusfunk-
tion, der Kosinusfunktion, der Potenzfunktionen vx und i sowie der Transformationen dieser
Funktionen zur Beantwortung von Fragestellungen,

(3) bestimmen Parameter einer Funktion mithilfe von Bedingungen, die sich aus dem Kontext erge-
ben,

(7) untersuchen Funktionen auch in Abhdngigkeit von Parametern mithilfe von vorgegebenen und
mit dem MMS ermittelten Ableitungen im Kontext der Fragestellung.

Analytische Geometrie und Lineare Algebra (G): Die Schiilerinnen und Schiiler

(7) erlautern ein algorithmisches Losungsverfahren fir lineare Gleichungssysteme,

(8) wenden ein algorithmisches Losungsverfahren ohne digitale Mathematikwerkzeuge auf Glei-
chungssysteme mit maximal drei Unbekannten an, die mit geringem Rechenaufwand l6sbar
sind.

Prozessbezogene Kompetenzen: Die Schiilerinnen und Schiler

Ope-(1) wenden grundlegende Kopfrechenfertigkeiten sicher an,

Ope-(4) verwenden Basiswissen, mathematische Regeln und Gesetze sowie Algorithmen bei der Ar-
beit mit mathematischen Objekten,

Ope-(7) nutzen schematisierte und strategiegeleitete Verfahren und wahlen diese situationsgerecht
aus,

Ope-(11) nutzen Mathematikwerkzeuge zum Darstellen, Berechnen, Kontrollieren und Prasentieren
sowie zum Erkunden,

Ope-(12) verwenden im Unterricht ein modulares Mathematiksystem (MMS) zum ...
— Lbsen von Gleichungen und Gleichungssystemen auch abhangig von Parametern,
— zielgerichteten Variieren von Parametern von Funktionen,
— Erstellen von Graphen und Wertetabellen von Funktionen,

Ope-(13) entscheiden situationsangemessen (iber den Einsatz mathematischer Hilfsmittel und digita-
ler Mathematikwerkzeuge und wahlen diese begriindet aus,

Ope-(14) reflektieren die Moglichkeiten und Grenzen digitaler Mathematikwerkzeuge,

Mod-(2) treffen begriindet Annahmen und nehmen Vereinfachungen realer Situationen vor,

Mod-(3) (libersetzen zunehmend komplexe reale Situationen in mathematische Modelle,

Mod-(7) reflektieren die Abhéngigkeit der Losungen von den getroffenen Annahmen,

Mod-(9) verbessern aufgestellte Modelle mit Blick auf die Fragestellung,

Pro-(7) setzen Routineverfahren auch hilfsmittelfrei zur Lésung ein.




Umsetzung:

Im Zusammenhang mit unterschiedlichen Kontexten mit und ohne Anwendungsbezug werden aus gegebenen
Eigenschaften (Punkte auf dem Graphen, Symmetrien, Bedingungen an die 1. und 2. Ableitung) lineare Glei-
chungssysteme fiir die Parameter ganzrationaler Funktionen entwickelt. Die Schiilerinnen und Schiler erhalten
Gelegenheit, tiber Grundannahmen der Modellierung (Grad der Funktion, Symmetrie, Lage im Koordinatensys-
tem, Ausschnitt) selbst zu entscheiden, die Angemessenheit der Modellierung zu reflektieren und ggf. Verande-
rungen vorzunehmen. Aufgaben im Anwendungskontext, die Anschlussbedingungen (z.B. knickfrei, ruckfrei) be-
rucksichtigen, lassen sich zum Beispiel bei der Trassierung von Bahngleisen/Straen finden. Durch die Wahl ge-
eigneter Modellierungen, z.B. Anstieg des Meeresspiegels, konnen auch Themen aus dem Kontext Bildung fiir
nachhaltige Entwicklung in diesem Unterrichtsvorhaben integriert werden.

Damit nicht bereits zu Beginn algebraische Schwierigkeiten den zentralen Aspekt der Modellierung tberlagern,
wird empfohlen, ein MMS zunéchst als Blackbox zum L&sen von linearen Gleichungssystemen und zur graphi-
schen Darstellung der erhaltenen Funktionen zum Zweck der Validierung zu verwenden und erst im Anschluss die
Blackbox ,Gleichungsloser” zu 6ffnen, algorithmische Losungsverfahren (z.B. den GauR-Algorithmus) zu themati-
sieren und fir einige gut iberschaubare Systeme mit drei Unbekannten auch ohne digitale Hilfsmittel durchzu-
fUhren.

Ankniipfend an die Einfihrungsphase werden in innermathematischen Situationen und in unterschiedlichen Kon-
texten (z.B. Fotos von Briicken, Geb&uden, Flugbahnen) ganzrationale Funktionen mit Parametern aufgestellt und
mithilfe eines MMS untersucht. Hierbei konnen die Inhalte der Analysis aus der EF aufgegriffen und vertieft wer-
den. Ein MMS wird zum Variieren von Parametern aber auch zum Lésen von Gleichungen mit Parametern ver-
starkt genutzt.

Vertiefung:
- Auch die Transformation der Sinus- und Kosinusfunktion kann wiederholend zur Modellierung eingesetzt
werden.

Vernetzung:

- In diesem Unterrichtsvorhaben werden algorithmische Lésungsverfahren fiir lineare Gleichungssysteme
schwerpunktmaRig behandelt. Lineare Gleichungssysteme werden bei den Unterrichtsvorhaben der analy-
tischen Geometrie ebenfalls benétigt, dort sollten aber algorithmische Losungsverfahren keinen Schwer-
punkt mehr bilden. Verschiedene Arten von Lésungsmengen eines linearen Gleichungssystems mit zwei Un-
bekannten wurden bereits in der EF bei den Lagebeziehungen von Geraden aufgegriffen.

Materialhinweis:
- Material ,Meeresspiegelanstieg | — Modellierung mit ganzrationalen Funktionen” im Lehrplannavigator
(https://www.schulentwicklung.nrw.de/lehrplaene/lehrplannavigator-s-ii/gymnasiale-oberstufe-neue-

klp/mathematik/hinweise-und-materialien/index.html)

Beitrag zum Medienkompetenzrahmen NRW (MKR):

e MKR 1.1 (Medienausstattung (Hardware)): Die Lernenden richten zu Beginn der Qualifikationsphase ihre Ar-
beitsumgebung ein (iPad mit der TI-Nspire™ CAS-App, digitale Heftfiihrung) und entscheiden begriindet iiber
den Einsatz des MMS (Ope-11, Ope-13).

e MKR 1.3 (Datenorganisation): Unterrichtsdokumente und MMS-Dateien werden in einer verabredeten Ord-
nerstruktur gespeichert und lber die Schulcloud abgerufen (Ope-11).

e MKR 6.2 (Algorithmen erkennen): Das GauRR-Verfahren wird als Algorithmus erldutert, ohne MMS auf kleine
Gleichungssysteme angewendet und mit der Losung durch das MMS verglichen (G-(7), G-(8)).



https://www.schulentwicklung.nrw.de/lehrplaene/lehrplannavigator-s-ii/gymnasiale-oberstufe-neue-klp/mathematik/hinweise-und-materialien/index.html
https://www.schulentwicklung.nrw.de/lehrplaene/lehrplannavigator-s-ii/gymnasiale-oberstufe-neue-klp/mathematik/hinweise-und-materialien/index.html

Unterrichtsvorhaben GK-3: Von der Anderungsrate zum Bestand (GK-A3)
(Zeitbedarf: ca. 8 Ustd.)

Inhaltsfeld: Funktionen und Analysis (A)

Inhaltliche Schwerpunkte:
e Integralrechnung: Produktsumme, orientierte Flache, Bestandsfunktion, Integralfunktion, Stamm-

funktion, bestimmtes Integral, Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung

Kompetenzerwartungen: Die Schiilerinnen und Schiiler

(11) interpretieren Produktsummen im Sachkontext als Rekonstruktion des Gesamtbestandes oder
Gesamteffektes einer GroRe,

(12) deuten die Inhalte von orientierten Flachen im Kontext der Fragestellung,

(13) skizzieren zum Graphen einer gegebenen Randfunktion den Graphen der zugehorigen Flachenin-
haltsfunktion,

(14) erldutern und vollziehen an geeigneten Beispielen den Ubergang von der Produktsumme zum
Integral auf der Grundlage eines propadeutischen Grenzwertbegriffs.

Prozessbezogene Kompetenzen: Die Schiilerinnen und Schiiler

Ope-(11) nutzen Mathematikwerkzeuge zum Darstellen, Berechnen, Kontrollieren und Préasentieren
sowie zum Erkunden,

Mod-(5) erarbeiten mithilfe mathematischer Kenntnisse und Fertigkeiten Losungen innerhalb des
mathematischen Modells,

Pro-(3) wahlen zur Erfassung einer Situation heuristische Hilfsmittel aus (Skizze, informative Figur,
Tabelle, experimentelle Verfahren),

Pro-(5) nutzen heuristische Strategien und Prinzipien (Analogiebetrachtungen, Schitzen und Uber-
schlagen, systematisches Probieren oder AusschlieRen, Darstellungswechsel, Zerlegen und
Ergdnzen, Symmetrien verwenden, Invarianten finden, Zurlckfihren auf Bekanntes, Zerle-
gen in Teilprobleme, Fallunterscheidungen, Vorwarts- und Riickwartsarbeiten, Spezialisieren
und Verallgemeinern),

Pro-(13) benennen zugrundeliegende heuristische Strategien und Prinzipien und tbertragen diese
begriindet auf andere Problemstellungen,

Arg-(2) unterstiitzen Vermutungen durch geeignete Beispiele,

Kom-(3) erldutern mathematische Begriffe in innermathematischen und anwendungsbezogenen Zu-
sammenhangen,

Kom-(7) wahlen begriindet geeignete digitale und analoge Medien und mathematische Darstellungs-
formen (graphisch-visuell, algebraisch-formal, numerisch-tabellarisch, verbal-sprachlich)
aus,

Kom-(10) konzipieren, erstellen und prasentieren analoge und digitale Lernprodukte,

Kom-(13)vergleichen und beurteilen ausgearbeitete Losungen unter mathematischen Gesichtspunk-
ten hinsichtlich ihrer Verstandlichkeit und fachsprachlichen Qualitat,

Kom-(15)fihren Diskussionsbeitrdge zu einem Fazit zusammen.




Umsetzung:

Das Thema ist komplementér zur Einfiihrung der Anderungsraten im Unterrichtsvorhaben Il der Einfiih-
rungsphase (E-A2). Deshalb werden hier Kontexte, die schon dort genutzt wurden, wieder aufgegriffen
(Geschwindigkeit — Weg, Zuflussrate von Wasser — Wassermenge).

Der Einstieg kann Uber ein Stationenlernen oder eine arbeitsteilige Gruppenarbeit erfolgen, in der sich
die Schiilerinnen und Schiiler selbststiandig eine Breite an Kontexten, in denen von einer Anderungsrate
auf den Bestand geschlossen wird, erarbeiten. Die Schilerinnen und Schiiler entwickeln und verglei-
chen eigenstandig unterschiedliche Strategien (z.B. Trapezsumme, Ober- oder Untersumme) zur mog-
lichst genauen naherungsweisen Berechnung des Bestands. Die entstehenden Produktsummen werden
als Bilanz Uber orientierte Flacheninhalte interpretiert.

Qualitativ konnen die Schilerinnen und Schiiler so den Graphen einer Flacheninhaltsfunktion als ,,Bi-
lanzgraphen” zu einem vorgegebenen Randfunktionsgraphen skizzieren. Damit bereitet dieses Unter-
richtsvorhaben den Begriff der Integralfunktion anschaulich vor. Die Ergebnisse des Stationenlernens
bzw. der Gruppenarbeit werden als Lernprodukte dokumentiert und im Kurs prasentiert. Schilervor-
trage Uiber bestimmte Kontexte sind hier wiinschenswert.

Die erarbeiteten Produktsummen aus der vorhergehenden Arbeitsphase werden nun im Unterricht
weiter verfeinert und damit immer genauere Flachenabschatzungen vorgenommen. Auch die Orientie-
rung der Flachen kann dabei erneut thematisiert werden. Bei der Berechnung von Produktsummen, die
mit Summenzeichen notiert sind, kann ein MMS gewinnbringend eingesetzt werden. Die Frage, wie die
Genauigkeit der Naherung erhéht werden kann, gibt Anlass zu anschaulichen Grenzwertliberlegungen,
die zur Definition des Integrals fihren.

Hinweis:
- Beider Behandlung der Produktsummen soll auch die Notation mithilfe des Summenzeichens ein-
gefiihrt und gelibt werden.

Materialhinweis:
- Impulse fir das Stationenlernen kénnen den Sinus-Materialien (2008) in der Materialdatenbank
entnommen werden: https://www.schulentwicklung.nrw.de/sinus/front con-
tent.php?idart=448&idcat=378&lang=9&client=12&matld=2033

Beitrag zum Medienkompetenzrahmen NRW (MKR):

e MKR 1.2 (Digitale Werkzeuge): Produktsummen werden in einer Tabellenkalkulation bzw. der Ta-
bellenansicht des MMS berechnet und fir feinere Zerlegungen verglichen (Kom-7, Ope-11).

e MKR 4.1 (Medienproduktion und Prasentation): Die Lernenden erstellen ein digitales Lernprodukt
(z.B. Erklarvideo oder Prasentation) zur Rekonstruktion eines Bestandes aus Anderungsraten und
prasentieren es (Kom-10).

e MKR4.3 (Quellendokumentation): Verwendete fremde Materialien werden mit Quellenangabe do-
kumentiert (Kom-10).



https://www.schulentwicklung.nrw.de/sinus/front_content.php?idart=448&idcat=378&lang=9&client=12&matId=2033
https://www.schulentwicklung.nrw.de/sinus/front_content.php?idart=448&idcat=378&lang=9&client=12&matId=2033

Unterrichtsvorhaben GK-4: Der Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung und seine Anwen-
dungen (GK-A4)

(Zeitbedarf: ca. 12 Ustd.)
Inhaltsfeld: Funktionen und Analysis (A)

Inhaltliche Schwerpunkte:
e Integralrechnung: Integralfunktion, Stammfunktion,
bestimmtes Integral, Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung

Kompetenzerwartungen: Die Schilerinnen und Schiler

(12) deuten die Inhalte von orientierten Flachen im Kontext der Fragestellung,

(15) erlautern geometrisch-anschaulich den Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung und
wenden ihn an,

(16) nutzen vorgegebene Stammfunktionen und bestimmen ohne Hilfsmittel Stammfunktionen
ganzrationaler Funktionen,

(17) nutzen die Intervalladditivitdt und Linearitat von Integralen,

(18) ermitteln den Gesamtbestand oder Gesamteffekt einer GréRe aus der Anderungsrate oder der
Randfunktion,

(19) ermitteln Flacheninhalte mithilfe von bestimmten Integralen.

Prozessbezogene Kompetenzen: Die Schiilerinnen und Schiiler

Ope-(1) wenden grundlegende Kopfrechenfertigkeiten sicher an,

Ope-(3) fiihren geeignete Rechenoperationen auf der Grundlage eines inhaltlichen Verstandnisses
durch,

Ope-(11) nutzen Mathematikwerkzeuge zum Darstellen, Berechnen, Kontrollieren und Prasentieren
sowie zum Erkunden,

Ope-(12) verwenden im Unterricht ein modulares Mathematiksystem (MMS) zum ...
— Ermitteln bestimmter und unbestimmter Integrale auch abhangig von Parametern,

Mod-(6) beziehen erarbeitete Losungen wieder auf die reale Situation und interpretieren diese als
Antwort auf die Fragestellung,

Pro-(1) stellen Fragen zu zunehmend komplexen Problemsituationen,

Pro-(7) setzen Routineverfahren auch hilfsmittelfrei zur Losung ein,

Arg-(4) erldutern Zusammenhange zwischen Fachbegriffen,

Arg-(9) erkldren vorgegebene Argumentationsketten und mathematische Beweise,

Kom-(3) erlautern mathematische Begriffe in innermathematischen und anwendungsbezogenen Zu-
sammenhangen,

Kom-(6) verwenden die Fachsprache und fachspezifische Notation in angemessenem Umfang,

Kom-(11) greifen Beitrdage auf und entwickeln sie weiter.




Umsetzung:

Ausgehend von der Rekonstruktion eines Bestandes beziehungsweise der Flacheninhaltsfunktion und
der Definition des Integrals wird der Begriff der Integralfunktion I, fiir einen Anfangswert a erschlossen.
Die Vermutung, dass die Integralfunktion eine Stammfunktion ist, wird durch geometrisch-anschauli-
che Uberlegungen begriindet und damit der Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung aufge-
stellt. Die Bedeutung des Hauptsatzes und seine Anwendung werden in verschiedenen Kontexten ver-
tieft.

Die Regeln zum Ermitteln von Funktionstermen von Stammfunktionen werden fiir ganzrationale Funk-
tionen von den Schiilerinnen und Schiilern durch Rickwartsanwenden der bekannten Ableitungsregeln
selbstandig erarbeitet.

Die gewonnenen Erkenntnisse werden auf weitere innermathematische bzw. anwendungsorientierte
Situationen Ubertragen, die auch Flachen zwischen Funktionsgraphen umfassen. Bei geeigneten Prob-
lemstellungen werden die Intervalladditivitat und Linearitat des Integrals thematisiert. Geeignete Prob-
lemstellungen werden in diesem Unterrichtsvorhaben auch ohne Hilfsmittel bearbeitet.

Beitrag zum Medienkompetenzrahmen NRW (MKR):
e MKR 1.2 (Digitale Werkzeuge): Integralfunktionen und Flachen zwischen Graphen werden mit dem
MMS visualisiert und berechnet (Ope-11, Ope-12).




Unterrichtsvorhaben GK-5: Die Welt vermessen — das Skalarprodukt und seine ersten Anwendungen
(GK-G1)

(Zeitbedarf: ca. 7 Ustd.)
Inhaltsfeld: Analytische Geometrie und Lineare Algebra (G)

Inhaltliche Schwerpunkte:
e Vektoroperation: Skalarprodukt

Kompetenzerwartungen: Die Schiilerinnen und Schiiler

(1) deuten das Skalarprodukt geometrisch (Orthogonalitat, Betrag, Winkel zwischen Vektoren) und
berechnen es,

(9) untersuchen geometrische Objekte oder Situationen in innermathematischen und anwendungs-
bezogenen Problemstellungen und deuten die Ergebnisse.

Prozessbezogene Kompetenzen: Die Schiilerinnen und Schiiler

Ope-(8) erstellen Skizzen geometrischer Situationen und wechseln zwischen Perspektiven,

Ope-(9) verwenden grundlegende Eigenschaften mathematischer Objekte zur Bearbeitung von Prob-
lemstellungen,

Ope-(11) nutzen Mathematikwerkzeuge zum Darstellen, Berechnen, Kontrollieren und Prasentieren
sowie zum Erkunden,

Pro-(4) erkennen Muster und Beziehungen und generieren daraus Vermutungen,

Pro-(11) analysieren und reflektieren Ursachen von Fehlern,

Arg-(1) stellen Fragen, die fur die Mathematik charakteristisch sind, und stellen begriindete Vermu-
tungen (ber die Existenz und Art von Zusammenhangen auf,

Arg-(9) erkldren vorgegebene Argumentationsketten und mathematische Beweise,

Arg-(13) Uberprifen, inwiefern Ergebnisse, Begriffe und Regeln verallgemeinert werden kénnen,

Kom-(1) erfassen, strukturieren und formalisieren Informationen aus zunehmend komplexen mathe-
matikhaltigen analogen und digitalen Quellen sowie aus mathematischen Fachtexten und
Unterrichtsbeitragen,

Kom-(12) nehmen zu mathematikhaltigen, auch fehlerbehafteten, Aussagen und Darstellungen be-
grindet und konstruktiv Stellung.




Umsetzung:

Das Skalarprodukt @ - b wird zunachst als Indikator fiir Orthogonalitat aus einer Anwendung des Satzes
von Pythagoras entwickelt. Zur Entlastung empfiehlt sich fiir die Herleitung eine Beschrankung auf zwei
Dimensionen. Wesentlich fiir den Aufbau einer tragenden Grundvorstellung ist jedoch die Zerlegung

eines Vektors @ in zu b parallele und orthogonale Komponenten. Dadurch wird der geometrische As-
pekt der Projektion betont. Dieses wird am Beispiel der Kraftezerlegung (z.B. Zerlegung in vertikale und
horizontale Komponenten beim Schlittenziehen) veranschaulicht.

Eine Exploration der Winkelabhangigkeit des Skalarproduktes mit einem MMS fiihrt zur Wiederentde-
ckung der Rolle des Kosinus bei der Projektion. Der Kosinus wird genutzt, um den Winkel zwischen zwei
Vektoren zu berechnen. Ankniipfend an das Unterrichtsvorhaben E-G1 werden Eigenschaften von Drei-
ecken und Vierecken auch mithilfe des Skalarprodukts untersucht. Werden die Lagebeziehungen zwi-
schen Geraden gemald dem Curriculum der EF in die Q1 verlegt, werden sie zu Beginn dieses Unter-
richtsvorhabens zusammen mit einer Wiederholung von Vektoren und Geraden behandelt.

Die formale Frage nach der Bedeutung eines Produkts von zwei Vektoren sowie den dabei giiltigen
Rechengesetzen wird im Zusammenhang mit der Analyse von typischen Fehlern (z.B. Division durch
einen Vektor) und vor dem Hintergrund der Verallgemeinerung bekannter Rechenregeln fiir Zahlen
gestellt.

Beitrag zum Medienkompetenzrahmen NRW (MKR):

e MKR 1.2 (Digitale Werkzeuge): Vektoren und Winkel werden in der 3D-Darstellung des MMS bzw.
mit GeoGebra veranschaulicht (Ope-11).

e MKR 2.2 (Informationsauswertung): Informationen aus Materialien zu Anwendungssituationen
werden strukturiert und in Vektorschreibweise (ibertragen (Kom-1).




Unterrichtsvorhaben GK-6: Ebenen in Parameter- und Koordinatenform (GK-G2)
(Zeitbedarf: ca. 12 Ustd.)

Inhaltsfeld: Analytische Geometrie und Lineare Algebra (G)

Inhaltliche Schwerpunkte:
e Ebenen: Parameterform, Koordinatenform, Normalenvektor
e Schnittpunkte: Geraden und Ebenen
e Lineare Gleichungssysteme

Kompetenzerwartungen: Die Schilerinnen und Schiler

(1) deuten das Skalarprodukt geometrisch (Orthogonalitat, Betrag, Winkel zwischen Vektoren) und
berechnen es,

(2) stellen Ebenen in Parameterform und in Koordinatenform dar,

(3) verwenden Koordinatenformen von Ebenen zur Orientierung im Raum (Punktprobe, Schnitt-
punkte mit den Koordinatenachsen, Normalenvektor),

(4) berechnen Schnittpunkte von Geraden mit Ebenen,

(8) wenden ein algorithmisches Losungsverfahren ohne digitale Mathematikwerkzeuge auf Glei-
chungssysteme mit maximal drei Unbekannten an, die mit geringem Rechenaufwand I6sbar
sind.

Prozessbezogene Kompetenzen: Die Schiilerinnen und Schiiler

Ope-(8) erstellen Skizzen geometrischer Situationen und wechseln zwischen Perspektiven,

Ope-(12) verwenden im Unterricht ein modulares Mathematik-System (MMS) zum...

— Lo6sen von Gleichungen und Gleichungssystemen auch abhangig von Parametern,
— Darstellen von geometrischen Situationen im Raum,

Pro-(5) nutzen heuristische Strategien und Prinzipien (Analogiebetrachtungen, Schitzen und Uber-
schlagen, systematisches Probieren oder AusschlieBen, Darstellungswechsel, Zerlegen und
Ergdnzen, Symmetrien verwenden, Invarianten finden, Zurlckfihren auf Bekanntes, Zerle-
gen in Teilprobleme, Fallunterscheidungen, Vorwarts- und Riickwartsarbeiten, Spezialisieren
und Verallgemeinern),

Pro-(7) setzen Routineverfahren auch hilfsmittelfrei zur Losung ein,

Pro-(12) vergleichen und beurteilen verschiedene Losungswege und optimieren diese mit Blick auf
Schliissigkeit und Effizienz,

Arg-(4) erldutern Zusammenhange zwischen Fachbegriffen,

Arg-(7) nutzen verschiedene Argumentationsstrategien (Gegenbeispiel, direktes Schlussfolgern, Wi-
derspruch),

Kom-(3) erldutern mathematische Begriffe in innermathematischen und anwendungsbezogenen Zu-
sammenhangen,

Kom-(4) erfassen und erldutern mathematische Darstellungen, auch wenn diese nicht vertraut sind,

Kom-(8) wechseln flexibel zwischen mathematischen Darstellungsformen.




Umsetzung:

Ausgehend von der Parameterform von Geraden aus der Einfiihrungsphase wird die Parameterform
einer Ebene eingefiihrt. Als Einstieg dient eine Solaranlage auf einem Hausdach: Die Eckpunkte der
Kollektoren werden von einer Ecke A aus erreicht, indem Vielfache zweier Vektoren entlang der Kollek-
torkanten addiert werden. Daraus ergibt sich die Parameterform einer Ebene mit einem Stitzvektor
und zwei nicht parallelen Richtungsvektoren. Damit wird die Idee der Koordinatisierung aus dem Un-
terrichtsvorhaben E-G1 wieder aufgegriffen und auf beliebige Ebenen im Raum Ubertragen.

AnschlieBend werden Punkte einer Ebene durch Einsetzen von Parameterwerten bestimmt und umge-
kehrt zu gegebenen Punkten die Parameterwerte ermittelt (Punktprobe liber ein lineares Gleichungs-
system). Weitere Kontexte wie eine Balkonmarkise festigen diese Vorstellung. Zu drei Punkten, die
nicht auf einer Geraden liegen, wird eine Parameterform aufgestellt, indem ein Ortsvektor als Stiitz-
vektor und zwei Verbindungsvektoren als Richtungsvektoren gewahlt werden.

Die Koordinatenform wird an einer Ebene eingefiihrt, die durch einen Punkt P einer Geraden g verlauft
und orthogonal zu g ist. Mithilfe des in GK-5 eingeflihrten Skalarprodukts wird geprift, ob weitere
Punkte in dieser Ebene liegen: Ein Punkt X liegt genau dann in der Ebene, wenn der Vektor von P nach
X orthogonal zum Richtungsvektor von g ist. Das Ausrechnen dieser Bedingung fiihrt auf eine Gleichung
der Form nyx; + nyx, + nszx; = d. Der Vektor mit den Koordinaten n,, ny, ns wird als Normalen-
vektor gedeutet, der senkrecht auf der Ebene steht; d ergibt sich als Skalarprodukt aus Normalenvektor
und Ortsvektor eines Punktes der Ebene. Die Punktprobe gelingt in der Koordinatenform durch bloRRes
Einsetzen der Koordinaten. Ein explizites Arbeiten mit der Normalenform erfolgt nur im Rahmen einer
Differenzierung.

Auch die Schnittpunktberechnung (DurchstoRpunkt) zwischen Geraden und Ebenen ist mit der Koordi-
natenform besonders einfach, wenn ein allgemeiner Punkt der Geraden in die Koordinatenform einge-
setzt wird. Die Spurpunkte mit den Koordinatenachsen ordnen sich dabei als Spezialfall ein; mit ihnen
|asst sich die Lage der Ebene im Koordinatensystem zeichnerisch darstellen. Ein MMS unterstitzt die
raumliche Visualisierung.

Der Ubergang von der Parameterform zur Koordinatenform erfolgt iiber die Bestimmung eines Norma-
lenvektors, der zu beiden Richtungsvektoren orthogonal ist (unterbestimmtes 2x3-Gleichungssystem).
Umgekehrt kann aus einer Koordinatenform eine Parameterform lber drei Punkte der Ebene, z.B. die
Spurpunkte, gewonnen werden.

Vernetzung:

- Ein systematisches Verfahren, lineare Gleichungssysteme auch hilfsmittelfrei in einfachen
Fallen zu l6sen, wurde bereits im Unterrichtsvorhaben GK-2 eingefiihrt. Es wird hier bei der
Punktprobe in der Parameterform (3x2-Gleichungssystem) und bei der Bestimmung eines
Normalenvektors gelibt und wiederholt.

Vertiefung:
- Ein Normalenvektor kann mit einem MMS auch mithilfe des Vektorprodukts berechnet werden.

Beitrag zum Medienkompetenzrahmen NRW (MKR):
e MKR 1.2 (Digitale Werkzeuge): Ebenen werden mit dem MMS raumlich dargestellt; Gleichungssys-
teme zu Punktproben und Schnittmengen werden mit dem MMS gel6st und interpretiert (Ope-12).




Unterrichtsvorhaben GK-7: Untersuchungen an geometrischen Kérpern (GK-G3)
(Zeitbedarf: ca. 10 Ustd.)

Inhaltsfelder: Analytische Geometrie und Lineare Algebra (G)

Inhaltliche Schwerpunkte:

e Ebenen: Parameterform, Koordinatenform, Normalenvektor
e Schnittwinkel: Geraden, Geraden und Ebenen, Ebenen
e Schnittpunkte: Geraden und Ebenen

Kompetenzerwartungen: Die Schilerinnen und Schiler

(1) deuten das Skalarprodukt geometrisch (Orthogonalitat, Betrag, Winkel zwischen Vektoren) und
berechnen es,

(2) stellen Ebenen in Parameterform und in Koordinatenform dar,

(3) verwenden Koordinatenformen von Ebenen zur Orientierung im Raum (Punktprobe, Schnitt-
punkte mit den Koordinatenachsen, Normalenvektor),

(5) berechnen die GréRe des Schnittwinkels zwischen zwei sich schneidenden Objekten,

(6) nutzen Symmetriebetrachtungen in geometrischen Objekten zur Losung von Problemstellungen
und spiegeln Punkte an Ebenen in einfachen Fillen,

(9) untersuchen geometrische Objekte oder Situationen in innermathematischen und anwendungs-
bezogenen Problemstellungen und deuten die Ergebnisse.

Prozessbezogene Kompetenzen: Die Schiilerinnen und Schiiler

Ope-(9) verwenden grundlegende Eigenschaften mathematischer Objekte zur Bearbeitung von Prob-
lemstellungen,

Ope-(11) nutzen Mathematikwerkzeuge zum Darstellen, Berechnen, Kontrollieren und Prasentieren
sowie zum Erkunden,

Ope-(12) verwenden im Unterricht ein modulares Mathematik-System (MMS) zum...
— Lo6sen von Gleichungen und Gleichungssystemen auch abhdngig von Parametern,
— Darstellen von geometrischen Situationen im Raum,

Mod-(3) libersetzen zunehmend komplexe reale Situationen in mathematische Modelle,

Mod-(4) ordnen einem mathematischen Modell passende reale Situationen zu,

Pro-(3) wahlen zur Erfassung einer Situation heuristische Hilfsmittel aus (Skizze, informative Figur,
Tabelle, experimentelle Verfahren),

Pro-(9) entwickeln Ideen flir mogliche Losungswege, planen Vorgehensweisen zur Losung eines
Problems und fihren Losungsplane zielgerichtet aus,

Pro-(10) Uberprifen die Plausibilitdat von Ergebnissen und interpretieren diese vor dem Hintergrund
der Fragestellung,

Kom-(9) dokumentieren und prasentieren Arbeitsschritte, Losungswege und Argumentationen voll-
standig und kohérent,

Kom-(10) konzipieren, erstellen und prasentieren analoge und digitale Lernprodukte.




Umsetzung:

Geometrische Koérper wie u.a. Tetraeder, Pyramiden, Wiirfel, Prismen und Oktaeder bieten vielfiltige
Anlasse fiir offen angelegte geometrische Untersuchungen, kdnnen auf reale Objekte bezogen oder
auch zur Gestaltung von virtuellen Landschaften benutzt werden. Schattenwiirfe geometrischer Kérper
in Parallelprojektion (Sonnenlicht) oder Zentralprojektion (Lichtquelle) auf eine Ebene, insbesondere
die Grundebenen, werden berechnet. Der Einsatz eines MMS bietet hier zusatzliche Moéglichkeiten der
Variation und der Visualisierung.

Symmetriebetrachtungen (z.B. beim Ubergang zur Doppelpyramide / zum Oktaeder) werfen die Frage
auf, wie sich Spiegelungen an Ebenen durchfiihren lassen. In einfachen Fallen, in denen der Normalen-
vektor in Richtung einer Koordinatenachse weist, werden die Koordinaten eines an der Ebene gespie-
gelten Punktes ermittelt. Der Nachweis der Symmetrie zu einer gegebenen Ebene wird durch einen
Vergleich des Normalenvektors mit dem Verbindungsvektor zwischen Punkt und Spiegelpunkt gefiihrt,
wobei zusatzlich eine Punktprobe noétig ist, um zu zeigen, dass der Mittelpunkt in der Ebene liegt.

Winkel lassen sich zwischen den Kanten und Flachen eines Kérpers bestimmen. Speziell die Boschungs-
winkel an einer Pyramide motivieren die Frage nach dem Schnittwinkel zwischen zwei Ebenen.

Vernetzung:
- Inhaltlich nimmt die Parallelprojektion die Behandlung von Schragbildern aus dem Un-
terrichtsvorhaben E-G1 wieder auf.
Vertiefung:
- Die Bestimmung von Winkeln zwischen Geraden und Ebenen oder zwei Ebenen lasst
Riickschliisse auf ihre Lagebeziehung zu. Dadurch lasst sich ein im Unterrichtsvorhaben
E-G2 begonnenes Thema ausbauen.

Beitrag zum Medienkompetenzrahmen NRW (MKR):

e MKR 1.2 (Digitale Werkzeuge): Kérper und Schnitte werden mit dem MMS bzw. einer dynamischen
Geometriesoftware raumlich dargestellt und Gberpriift (Ope-11, Ope-12).

e MKR 4.1 (Medienproduktion und Prasentation): Die Lernenden dokumentieren eine Untersuchung
an einem Korper als digitales Lernprodukt und prasentieren es (Kom-10).

e MKR 4.3 (Quellendokumentation): Fremde Abbildungen und Materialien werden mit Quellenan-
gabe verwendet (Kom-10).

Europabezug:
e Als Untersuchungsobjekte eignen sich auch europaische Bauwerke (z.B. das Atomium in Briissel
oder die Glaspyramide des Louvre).

Summe Grundkurs Q1: 120 Unterrichtsstunden

VereinbarungsgemaR in Unterrichtsvorhaben verplant: 77 Unterrichtsstunden




Qualifikationsphase

Grundkurs Q2

Unterrichtsvorhaben GK-8: Von Wachstumsprozessen zur natiirlichen Exponentialfunktion (GK-A5)
(Zeitbedarf: ca. 13 Ustd.)

Inhaltsfeld: Funktionen und Analysis (A)

Inhaltliche Schwerpunkte:

e Funktionen: ganzrationale Funktionen, Exponentialfunktionen

e Eigenschaften von Funktionen: Verlauf des Graphen, Definitionsbereich, Wertebereich, Nullstellen,
Symmetrie, Verhalten fir x — too

Kompetenzerwartungen: Die Schiilerinnen und Schiiler

(2) nutzen die Eigenschaften von ganzrationalen Funktionen, Exponentialfunktionen, der Sinusfunk-
tion, der Kosinusfunktion, der Potenzfunktionen v'x und i sowie der Transformationen dieser
Funktionen zur Beantwortung von Fragestellungen,

(9) beschreiben die Eigenschaften von Exponentialfunktionen der Form a* und erlutern die Be-
sonderheit der natirlichen Exponentialfunktion (f' = f),

(10) verwenden Exponentialfunktionen zur Beschreibung von begrenzten und unbegrenzten Wachs-
tums- und Zerfallsvorgangen und beurteilen die Qualitdt der Modellierung.

Prozessbezogene Kompetenzen: Die Schiilerinnen und Schiiler

Ope-(10) recherchieren Informationen und Daten aus Medienangeboten (Printmedien, Internet und
Formelsammlungen) und reflektieren diese kritisch,

Ope-(11) nutzen Mathematikwerkzeuge zum Darstellen, Berechnen, Kontrollieren und Prasentieren
sowie zum Erkunden,

Ope-(12) verwenden im Unterricht ein modulares Mathematiksystem (MMS) zum ...

— zielgerichteten Variieren von Parametern von Funktionen,

— Erstellen von Graphen und Wertetabellen von Funktionen,

— Ermitteln eines Funktionsterms der Ableitung einer Funktion auch abhangig von Parame-
tern,

Mod-(3) libersetzen zunehmend komplexe reale Situationen in mathematische Modelle,

Mod-(8) benennen Grenzen aufgestellter mathematischer Modelle und vergleichen Modelle bzgl. der
Angemessenheit,

Mod-(9) verbessern aufgestellte Modelle mit Blick auf die Fragestellung,

Pro-(4) erkennen Muster und Beziehungen und generieren daraus Vermutungen,

Kom-(1) erfassen, strukturieren und formalisieren Informationen aus zunehmend komplexen mathe-
matikhaltigen analogen und digitalen Quellen sowie aus mathematischen Fachtexten und
Unterrichtsbeitragen,

Kom-(14)vergleichen und beurteilen mathematikhaltige Informationen und Darstellungen in Alltags-
medien unter mathematischen Gesichtspunkten.




Umsetzung:

In anwendungsbezogenen Kontexten (Wachstum und Zerfall) soll an die in der Sekundarstufe | erwor-
benen Kompetenzen zu allgemeinen Exponentialfunktionen der Form x = a - g* angekniipft werden.
Dabei unterstiitzt ein MMS die Klarung der Bedeutung der Parameter a und q der allgemeinen Expo-
nentialfunktion sowie die Beschreibung der Veranderungen durch Transformationen. Die Frage nach
der Ableitung an einer Stelle fiihrt zu einer wiederholenden Betrachtung des Ubergangs von der durch-
schnittlichen zur momentanen Anderungsrate. Mit einem MMS entdecken die Lernenden die Propor-
tionalitdt der Anderungsrate zum Bestand.

Anschlieend wird die Basis variiert. Dabei ergibt sich fir die Eulersche Zahl als Basis der Proportiona-
litdtsfaktor eins bzw. die Ubereinstimmung von Funktion und Ableitungsfunktion. Mithilfe des natiirli-
chen Logarithmus kénnen nun allgemeine Exponentialfunktionen in der Form x + a - '™ (¥ geschrie-
ben und als Transformation (Streckung) der natirlichen Exponentialfunktion identifiziert werden.

Als Anwendung werden Wachstumsprozesse auch mit natirlichen Exponentialfunktionen beschrieben.
Weiterfiihrend werden auch begrenzte Wachstumsprozesse betrachtet.

Der Vergleich unterschiedlicher Modellierungen (linear, quadratisch, exponentiell und begrenzt) fihrt
zu einer kritischen Auseinandersetzung mit der Modellbildung. Die zugrundeliegenden Annahmen und
Grenzen der Modelle sind der Ausgangspunkt, um Verbesserungen der Modellierung zum Beispiel
durch abschnittsweise Kombination verschiedener Wachstumsmodelle herbeizufiihren.

Materialhinweis:
- Material ,Meeresspiegelanstieg Il — Modellierung mit Exponentialfunktionen” im Lehrplannaviga-
tor (https://www.schulentwicklung.nrw.de/lehrplaene/lehrplannavigator-s-ii/gymnasiale-ober-

stufe-neue-klp/mathematik/hinweise-und-materialien/index.html)

Beitrag zum Medienkompetenzrahmen NRW (MKR):

e MKR 2.1 (Informationsrecherche): Die Lernenden recherchieren reale Wachstumsdaten (z.B. bei
Eurostat) und reflektieren die Herkunft der Daten (Ope-10).

e MKR 2.3 (Informationsbewertung): Darstellungen von Wachstumsprozessen in Alltagsmedien wer-
den unter mathematischen Gesichtspunkten beurteilt (Kom-14).

e MKR 1.2 (Digitale Werkzeuge): Wachstumsmodelle werden mit dem MMS an Daten angepasst und
verglichen (Ope-12).

Europabezug:
e Wachstumsprozesse werden auch an europdischen Daten untersucht (z.B. Bevolkerungs- oder
Energiedaten von Eurostat).

Hinweis:
e Beiausreichender Zeit kann dieses Unterrichtsvorhaben bereits am Ende der Q1 begonnen werden.



https://www.schulentwicklung.nrw.de/lehrplaene/lehrplannavigator-s-ii/gymnasiale-oberstufe-neue-klp/mathematik/hinweise-und-materialien/index.html
https://www.schulentwicklung.nrw.de/lehrplaene/lehrplannavigator-s-ii/gymnasiale-oberstufe-neue-klp/mathematik/hinweise-und-materialien/index.html

Unterrichtsvorhaben GK-9: Zusammengesetzte Funktionen und Ableitungsregeln (GK-A6)
(Zeitbedarf: ca. 9 Ustd.)

Inhaltsfeld: Funktionen und Analysis (A)

Inhaltliche Schwerpunkte:

e Funktionen: ganzrationale Funktionen, Exponentialfunktionen

e Eigenschaften von Funktionen: Verlauf des Graphen, Definitionsbereich, Wertebereich, Nullstellen, Symmet-
rie, Verhalten fur x —» +oo

e Fortfihrung der Differentialrechnung: Produktregel, Extremwertprobleme, Rekonstruktion von Funkti-

onstermen (,,Steckbriefaufgaben®)

Kompetenzerwartungen: Die Schilerinnen und Schiiler
(2) nutzen die Eigenschaften von ganzrationalen Funktionen, Exponentialfunktionen, der Sinusfunk-
tion, der Kosinusfunktion, der Potenzfunktionen v/x und i sowie der Transformationen dieser

Funktionen zur Beantwortung von Fragestellungen,

(5) bilden ohne Hilfsmittel die Ableitungen von ganzrationalen Funktionen, der natiirlichen Exponen-
tialfunktion, der Sinus- und der Kosinusfunktion sowie der Potenzfunktionen Vx und i und wen-
den die Produktregel an,

(6) wenden die Kettenregel auf Verknupfungen der natirlichen Exponentialfunktion mit linearen
Funktionen an,

(8) nutzen in einfachen Fallen zusammengesetzte Funktionen (Summe, Produkt, Verkettung) zur
Beschreibung quantifizierbarer Zusammenhange.

Prozessbezogene Kompetenzen: Die Schiilerinnen und Schiiler

Ope-(4) verwenden Basiswissen, mathematische Regeln und Gesetze sowie Algorithmen bei der Ar-
beit mit mathematischen Objekten,

Ope-(7) nutzen schematisierte und strategiegeleitete Verfahren und wahlen diese situationsgerecht
aus,

Ope-(11) nutzen Mathematikwerkzeuge zum Darstellen, Berechnen, Kontrollieren und Prasentieren
sowie zum Erkunden,

Pro-(4) erkennen Muster und Beziehungen und generieren daraus Vermutungen,

Arg-(3) prazisieren Vermutungen mithilfe von Fachbegriffen und unter Beriicksichtigung der logi-
schen Struktur,

Arg-(9) erklaren vorgegebene Argumentationsketten und mathematische Beweise,

Arg-(10) beurteilen, ob vorliegende Argumentationsketten vollstandig und fehlerfrei sind,

Arg-(11) ergdnzen lickenhafte und korrigieren fehlerhafte Argumentationsketten,

Arg-(12) beurteilen Argumentationsketten hinsichtlich ihres Geltungsbereichs und ihrer Ubertragbar-
keit,

Kom-(5) formulieren eigene Uberlegungen und beschreiben zunehmend komplexe eigene Lésungs-
wege.




Umsetzung:

In diesem Unterrichtsvorhaben werden die noch fehlenden Ableitungsregeln (Produktregel und Spezi-
alfall der Kettenregel fiir Verknlpfungen von Exponentialfunktionen mit linearen Funktionen) hergelei-
tet. Dazu kénnen zunachst Vermutungen fir die Ableitungen von Produkten von ganzrationalen Funk-
tionen aufgestellt und durch Ausmultiplizieren und Anwenden der bereits bekannten Ableitungsregeln
Uberprift werden. Vorgelegte Argumentationsketten werden erldutert, beurteilt und fiir den Beweis
der Produktregel genutzt. Die Kettenregel fiir Exponentialfunktionen mit linearen Funktionen im Expo-
nenten kann graphisch mithilfe der bekannten Zusammenhange beim Transformieren von Funktions-
graphen entdeckt werden.

Mithilfe der neu gewonnenen Ableitungsregeln werden schlieRlich in einfachen Fallen zusammenge-
setzte Funktionen betrachtet und in unterschiedlichen innermathematischen und anwendungsbezoge-
nen Aufgaben verwendet. Dabei ist es mithilfe eines MMS oder mithilfe von vorgegebenen Ableitungen
auch moglich, weitere Verkettungen von ganzrationalen Funktionen mit Exponentialfunktionen zu be-
trachten. Vorgelegte Stammfunktionen werden nachgewiesen und verwendet. Neben rechnerischen
Zugangen werden auBerdem Eigenschaften von Funktionen als Argumente zur Losung von Aufgaben
verwendet.

Hinweis zur Kompetenzentwicklung:
e Die Ableitungen der Sinus- und Kosinusfunktion (Kompetenzerwartung (5)) folgen in GK-10.

Beitrag zum Medienkompetenzrahmen NRW (MKR):
e MKR 1.2 (Digitale Werkzeuge): Vermutungen zu Produkt- und Kettenregel werden mit dem MMS
Uberprift (Ope-11).




Unterrichtsvorhaben GK-10: Modellieren mit zusammengesetzten Funktionen (GK-A7)

(Zeitbedarf: ca. 11 Ustd.)

Inhaltsfeld: Funktionen und Analysis (A)

Inhaltliche Schwerpunkte:

Funktionen: ganzrationale Funktionen, Exponentialfunktionen

Eigenschaften von Funktionen: Verlauf des Graphen, Definitionsbereich, Wertebereich, Nullstellen,
Symmetrie, Verhalten fir x — too

Fortfiihrung der Differentialrechnung: Produktregel, Extremwertprobleme, Rekonstruktion von
Funktionstermen (,,Steckbriefaufgaben®)

Integralrechnung: Produktsumme, orientierte Flache, Bestandsfunktion, Integralfunktion, Stamm-
funktion, bestimmtes Integral, Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung

Kompetenzerwartungen:

(2)

(5)

(7)

(8)

(19)
(20)

nutzen die Eigenschaften von ganzrationalen Funktionen, Exponentialfunktionen, der Sinusfunk-
tion, der Kosinusfunktion, der Potenzfunktionen vx und 3—16 sowie der Transformationen dieser
Funktionen zur Beantwortung von Fragestellungen,

bilden ohne Hilfsmittel die Ableitungen von ganzrationalen Funktionen, der natirlichen Exponen-
tialfunktion, der Sinus- und der Kosinusfunktion sowie der Potenzfunktionen vx und % und wen-
den die Produktregel an,

untersuchen Funktionen auch in Abhangigkeit von Parametern mithilfe von vorgegebenen und
mit dem MMS ermittelten Ableitungen im Kontext der Fragestellung,

nutzen in einfachen Fallen zusammengesetzte Funktionen (Summe, Produkt, Verkettung) zur
Beschreibung quantifizierbarer Zusammenhange,

ermitteln Flacheninhalte mithilfe von bestimmten Integralen,

[6sen innermathematische und anwendungsbezogene Problemstellungen mithilfe von ganzrati-
onalen Funktionen, der natirlichen Exponentialfunktion und daraus zusammengesetzten Funk-
tionen.

Prozessbezogene Kompetenzen:

Ope-(12) verwenden im Unterricht ein modulares Mathematiksystem (MMS) zum ...

— Lo6sen von Gleichungen und Gleichungssystemen auch abhangig von Parametern,

— zielgerichteten Variieren von Parametern von Funktionen,

— Erstellen von Graphen und Wertetabellen von Funktionen,

— Ermitteln eines Funktionsterms der Ableitung einer Funktion auch abhangig von Parame-
tern,

— Ermitteln bestimmter und unbestimmter Integrale auch abhangig von Parametern,

Ope-(14) reflektieren die Moglichkeiten und Grenzen digitaler Mathematikwerkzeuge,
Mod-(3) lbersetzen zunehmend komplexe reale Situationen in mathematische Modelle,
Mod-(5) erarbeiten mithilfe mathematischer Kenntnisse und Fertigkeiten Losungen innerhalb des

mathematischen Modells,

Mod-(6) beziehen erarbeitete Losungen wieder auf die reale Situation und interpretieren diese als

Antwort auf die Fragestellung,

Mod-(8) benennen Grenzen aufgestellter mathematischer Modelle und vergleichen Modelle bzgl. der

Angemessenheit,

Pro-(6) wahlen geeignete Begriffe, Zusammenhénge, Verfahren sowie Medien und Werkzeuge zur

Problemldsung aus,

Pro-(9) entwickeln Ideen flr mogliche Losungswege, planen Vorgehensweisen zur Lésung eines

Problems und filhren Losungsplane zielgerichtet aus,




Kom-(9) dokumentieren und prasentieren Arbeitsschritte, Lésungswege und Argumentationen voll-
standig und kohéarent,
Kom-(10) konzipieren, erstellen und prasentieren analoge und digitale Lernprodukte.

Umsetzung:

Im letzten Unterrichtsvorhaben zur Analysis werden die Erkenntnisse aus den vorangegangenen Unter-
richtsvorhaben gebiindelt und an komplexeren Situationen sowohl bei innermathematischen Problem-
stellungen als auch bei Aufgaben mit Anwendungsbezug gelibt und vertieft.

AnschlieBend werden Prozesse, bei denen das Wachstum erst zu- und dann wieder abnimmt (Medika-
mentenkonzentration, Fieber, Pflanzenwuchs...), in den Blick genommen und mithilfe von Produkten
und Verkettungen von Funktionen modelliert. Dabei ergeben sich Fragen, bei denen aus der Wachs-
tumsgeschwindigkeit auf den Gesamtbestand bzw. -effekt geschlossen wird. Integrale von ganzratio-
nalen Funktionen, Exponentialfunktionen und daraus zusammengesetzten Funktionen konnen in die-
sem Unterrichtsvorhaben mit einem MMS oder mithilfe vorgegebener Stammfunktionen berechnet
werden.

In diesem Unterrichtsvorhaben werden auch periodische Prozesse (z.B. Sonnenscheindauer, akustische
Signale) untersucht, bei denen Sinus- und Kosinusfunktionen abgeleitet und mit anderen Funktionen
verknipft werden.

Beitrag zum Medienkompetenzrahmen NRW (MKR):

e MKR 4.1 (Medienproduktion und Prasentation): In arbeitsteiliger Gruppenarbeit zu Anwendungs-
aufgaben entstehen digitale Prasentationen, die im Kurs vorgestellt werden (Kom-10).

e MKR 4.2 (Gestaltungsmittel): Die Prasentationen werden hinsichtlich Darstellung und Aussagekraft
beurteilt (Kom-10).

e MKR 5.4 (Selbstregulierte Mediennutzung): Die Lernenden reflektieren, wo das MMS bei der Un-
tersuchung zusammengesetzter Funktionen an Grenzen stoRt (Ope-14).




Unterrichtsvorhaben GK-11: Alles nur Zufall? — Grundlagen der Wahrscheinlichkeitsrechnung (GK-51)

(Zeitbedarf: ca. 17 Ustd.)

Inhaltsfeld: Stochastik (S)

Inhaltliche Schwerpunkte:

Mehrstufige Zufallsexperimente: Urnenmodelle, Baumdiagramme, Vierfeldertafeln, bedingte
Wahrscheinlichkeiten, Pfadregeln

KenngroRen: Erwartungswert, Varianz, Standardabweichung

Diskrete ZufallsgroBen: Wahrscheinlichkeitsverteilungen, KenngrofRen

Kompetenzerwartungen: Die Schiilerinnen und Schiiler

(1)

(2)

(3)

(5)

(6)

(7)

(8)
(9)

(10)

planen und beurteilen statistische Erhebungen und nutzen dabei auch digitale Mathematik-
werkzeuge,

untersuchen und beurteilen Stichproben mithilfe von Lage- und Streumalien, und verwenden
das Summenzeichen,

verwenden Simulationen zur Untersuchung stochastischer Situationen und nutzen dabei auch
digitale Mathematikwerkzeuge,

bestimmen das Gegenereignis A, verkniipfen Ereignisse durch die Operationen A\B, A N B,

A U B und bestimmen die zugehdrigen Wahrscheinlichkeiten,

beschreiben mehrstufige Zufallsexperimente mit Hilfe von Baumdiagrammen und Vierfelderta-
feln und berechnen damit Wahrscheinlichkeiten,

priifen Teilvorgange mehrstufiger Zufallsexperimente mithilfe von Vierfeldertafeln und Baumdi-
agrammen auf stochastische Unabhangigkeit,

[6sen Problemstellungen im Kontext bedingter Wahrscheinlichkeiten,

erlautern den Begriff der ZufallsgroRe an geeigneten Beispielen und bestimmen Wahrscheinlich-
keitsverteilungen diskreter ZufallsgroRen,

bestimmen und deuten den Erwartungswert, die Varianz und die Standardabweichung von dis-
kreten ZufallsgroRen.

Prozessbezogene Kompetenzen: Die Schiilerinnen und Schiiler

Ope-(2) Ubersetzen symbolische und formale Sprache in natirliche Sprache und umgekehrt,
Ope-(5) flhren Darstellungswechsel sicher aus,
Ope-(12) verwenden im Unterricht ein modulares Mathematiksystem (MMS) zum ...

- Ermitteln der Kennzahlen statistischer Daten und von Wahrscheinlichkeitsverteilungen,

Mod-(1) erfassen und strukturieren zunehmend komplexe reale Situationen mit Blick auf eine kon-

krete Fragestellung,

Mod-(3) Ubersetzen zunehmend komplexe reale Situationen in mathematische Modelle,
Mod-(6) beziehen erarbeitete Losungen wieder auf die reale Situation und interpretieren diese als

Antwort auf die Fragestellung,

Pro-(3) wahlen zur Erfassung einer Situation heuristische Hilfsmittel aus (Skizze, informative Figur,

Tabelle, experimentelle Verfahren),

Kom-(1) erfassen, strukturieren und formalisieren Informationen aus zunehmend komplexen mathe-

matikhaltigen analogen und digitalen Quellen sowie aus mathematischen Fachtexten und
Unterrichtsbeitragen,

Kom-(6) verwenden die Fachsprache und fachspezifische Notation in angemessenem Umfang.




Umsetzung:

Zur Beschreibung einer von den Schiilerinnen und Schiilern selbststdandig geplanten statistischen Erhe-
bung (z.B. GroRe, Gewicht von Neugeborenen) wird das Grundverstandnis von Lage- und Streumalien
durch Riickgriff auf die Erfahrungen der Schiilerinnen und Schiiler mit Boxplots reaktiviert. Zur Auswer-
tung und graphischen Darstellung von statistischen Erhebungen wird ein MMS verwendet. Uber ein-
gangige Beispiele von Stichproben mit gleichem arithmetischem Mittel, aber unterschiedlicher Streu-
ung, wird die Definition der Standardabweichung als Wurzel der mittleren quadratischen Abweichung
motiviert. Durch Vergleiche unterschiedlicher Stichproben wird ein Gesplir fur die Auswirkung auf die
KenngroRen entwickelt. Dabei wird das Summenzeichen zur Notation von arithmetischem Mittel und
guadratischer Abweichung verwendet.

Anhand von Glicksspielen und Zufallsexperimenten, die von den Lernenden selbst durchgefiihrt wer-
den, werden die grundlegenden Inhalte der Stochastik aus der Sl wiederholt, vertieft und die Fachbe-
griffe gefestigt. Dabei werden zur Modellierung von Wirklichkeit auch Simulationen — zumeist unter
Verwendung eines MMS — geplant und durchgefiihrt (Gesetz der groRen Zahlen). Zur Beschreibung von
Ereignissen werden die Mengenschreibweisen eingefiihrt und angewendet.

Die aus der Sekundarstufe | bekannten Vierfeldertafeln und Baumdiagramme werden im Kontext von
zwei- und mehrstufigen Zufallsexperimenten zur Berechnung bedingter Wahrscheinlichkeiten beim
Vertauschen von Merkmal und Bedingung sowie zur Uberpriifung von Teilvorgiangen auf stochastische
Unabhangigkeit eingesetzt. Bei der Erfassung stochastischer Zusammenhange und dem Umgang mit
Mengenschreibweisen ist die Unterscheidung von Wahrscheinlichkeiten des Typs P(A N B) von be-
dingten Wahrscheinlichkeiten P4(B) — auch sprachlich — von besonderer Bedeutung. Die Erarbeitung
erfolgt im Rahmen von sinnstiftenden Kontexten, wie Zufallsantworten bei sensitiven Fragen und Diag-
nosetests fur Krankheiten (z.B. Corona-Test).

Anhand verschiedener Glicksspiele wird der Begriff der (diskreten) ZufallsgroRe und der zugehdorigen
Wahrscheinlichkeitsverteilung (als Zuordnung von Wahrscheinlichkeiten zu den méglichen Werten, die
die ZufallsgroBe annimmt) zur Beschreibung von Zufallsexperimenten eingefiihrt. Analog zur Betrach-
tung der KenngroRen bei empirischen Haufigkeitsverteilungen werden der Erwartungswert, die Varianz
und die Standardabweichung einer diskreten ZufallsgroRe definiert und im Sachkontext angewendet.
Auch hierbei wird ein MMS zur Visualisierung von Wahrscheinlichkeitsverteilungen (Histogramme) und
zur Entlastung des hilfsmittelfreien Rechnens verwendet.

Hinweis:

- Beider Auswahl der Kontexte fir Modellierungen und Aufgabenstellungen sollten im gesamten Unterrichts-
vorhaben die Mdoglichkeiten unterschiedlicher Lebensweisen, Identitdten und Orientierungen sensibel be-
ricksichtigt werden. Das bedeutet insbesondere, dass die Merkmale ,weiblich” und ,,mannlich” nicht als
komplementar betrachtet werden sollten, da es neben den Geschlechtern ,,weiblich” und ,,mannlich“ auch
das Geschlecht , divers” sowie die Mdglichkeit gibt, den Geschlechtseintrag im Personenstandsregister of-
fenzulassen. Die Komplementarmenge von ,weiblich” sollte daher ,nicht weiblich” sein.

Beitrag zum Medienkompetenzrahmen NRW (MKR):

e MKR 1.2 (Digitale Werkzeuge): Die Lernenden planen eine eigene statistische Erhebung und werten sie digital
aus; Simulationen mit dem Zufallsgenerator des MMS veranschaulichen das Gesetz der groRen Zahlen (S-(1),
S-(3)).

e MKR 2.2 (Informationsauswertung): Informationen zu Diagnosetests und Umfragen werden in Vierfelderta-
feln und Baumdiagramme Ubertragen (Kom-1).

Europabezug:

®  Fir Erhebungen und Vierfeldertafeln eignen sich auch europaische Vergleichsdaten (z.B. Eurostat).




Unterrichtsvorhaben GK-12: Treffer oder nicht? — Vom Urnenmodell zur Binomialverteilung (GK-52)
(Zeitbedarf: ca. 10 Ustd.)

Inhaltsfeld: Stochastik (S)

Inhaltliche Schwerpunkte:

e Mehrstufige Zufallsexperimente: Urnenmodelle, Baumdiagramme, Vierfeldertafeln, bedingte
Wahrscheinlichkeiten, Pfadregeln

e Binomialverteilung: KenngréRen Histogramme

Kompetenzerwartungen: Die Schilerinnen und Schiler

(4) verwenden Urnenmodelle (Ziehen mit und ohne Zurlicklegen) zur Beschreibung von Zufallspro-
zessen und zur Berechnung von Wahrscheinlichkeiten,

(6) beschreiben mehrstufige Zufallsexperimente mit Hilfe von Baumdiagrammen und Vierfelderta-
feln und berechnen damit Wahrscheinlichkeiten,

(11) begriinden, dass bestimmte Zufallsexperimente durch binomialverteilte ZufallsgroRen beschrie-
ben werden kdnnen.

Prozessbezogene Kompetenzen: Die Schiilerinnen und Schiiler

Ope-(10) recherchieren Informationen und Daten aus Medienangeboten (Printmedien, Internet und
Formelsammlungen) und reflektieren diese kritisch,

Ope-(11) nutzen Mathematikwerkzeuge zum Darstellen, Berechnen, Kontrollieren und Prasentieren
sowie zum Erkunden,

Mod-(3) Ubersetzen zunehmend komplexe reale Situationen in mathematische Modelle,

Mod-(6) beziehen erarbeitete Losungen wieder auf die reale Situation und interpretieren diese als
Antwort auf die Fragestellung,

Mod-(7) reflektieren die Abhdngigkeit der Losungen von den getroffenen Annahmen,

Pro-(4) erkennen Muster und Beziehungen und generieren daraus Vermutungen,

Arg-(5) begriinden Losungswege und nutzen dabei mathematische Regeln und Satze sowie sachlo-
gische Argumente,

Kom-(3) erldutern mathematische Begriffe in innermathematischen und anwendungsbezogenen Zu-
sammenhangen.




Umsetzung:

Urnenmodelle werden zunachst verwendet, um grundlegende Zahlprinzipien wie das Ziehen mit/ohne
Zuruicklegen mit/ohne Berucksichtigung der Reihenfolge zu thematisieren, und zur Berechnung von
Wabhrscheinlichkeiten genutzt. Durch die Fokussierung auf lediglich zwei mogliche Ergebnisse (,,Erfolg”
oder ,Misserfolg”) wird der Begriff des Bernoulli-Experiments eingefiihrt. Durch einen Vergleich mit
dem Ziehen aus einer Urne ohne Zuriicklegen wird geklart, dass die Anwendung des Modells Bernoulli-
Kette jeweils eine bestimmte Realsituation voraussetzt, d.h. dass die Treffer von Stufe zu Stufe unab-
hadngig voneinander mit konstanter Wahrscheinlichkeit erfolgen.

Der Schwerpunkt bei der Betrachtung von Binomialverteilungen soll auf der Modellierung stochasti-
scher Situationen liegen. Dabei werden zunachst Bernoulli-Ketten in realen Kontexten oder in Spielsi-
tuationen betrachtet. Das Vorliegen einer Bernoulli-Kette soll dabei explizit begriindet werden und in
einzelnen Fallen einer Modellkritik unterzogen werden. Zur formalen Herleitung der Binomialverteilung
und des Binomialkoeffizienten bieten sich das Galtonbrett bzw. seine Simulation sowie die Betrachtung
von Multiple-Choice-Tests an. Zur Visualisierung von Wahrscheinlichkeitsverteilungen werden Histo-
gramme genutzt.

Die anschlieBende Vertiefung erfolgt in unterschiedlichen Sachkontexten, deren Bearbeitung auf Zei-
tungsartikeln basieren kann. Auch Beispiele der Modellumkehrung werden betrachtet (,,Von der Ver-
teilung zur Realsituation”). Die Werte der Binomialverteilung, insbesondere der kumulierten Binomial-
verteilung, werden in der Regel mithilfe eines MMS berechnet. Hilfsmittelfreie Zugdnge sind jedoch in
Einzelfallen unter anderem durch Betrachtung von Komplementarereignissen moglich.

Vernetzung:
- Das Summenzeichen wird als Schreibweise bei den kumulierten Wahrscheinlichkeiten einer Bino-
mialverteilung wieder aufgegriffen.

Beitrag zum Medienkompetenzrahmen NRW (MKR):

e MKR 2.1 (Informationsrecherche): Sachkontexte fiir Binomialverteilungen werden aus Zeitungsar-
tikeln und anderen Medien recherchiert und kritisch gepriift (Ope-10).

e MKR 1.2 (Digitale Werkzeuge): Binomialverteilungen werden mit dem MMS berechnet und als His-
togramm dargestellt (Ope-11).




Unterrichtsvorhaben GK-13: Anderungen und Auswirkungen — Untersuchung charakteristischer

Gréfsen von Binomialverteilungen (GK-S3)
(Zeitbedarf: ca. 11 Ustd.)

Inhaltsfeld: Stochastik (S)

Inhaltliche Schwerpunkte:
e KenngrofRen: Erwartungswert, Varianz, Standardabweichung
e Binomialverteilung: KenngréRen, Histogramme

Kompetenzerwartungen: Die Schilerinnen und Schiler

(10) bestimmen und deuten den Erwartungswert, die Varianz und die Standardabweichung von dis-
kreten ZufallsgrofRen,

(12) erklaren die Binomialverteilung und beschreiben den Einfluss der Parameter n und p auf die Bi-
nomialverteilung, ihre KenngréBen und die graphische Darstellung,

(13) nutzen die Binomialverteilung und ihre KenngréRen zur Beschreibung von Zufallsexperimenten
und zur Lésung von Problemstellungen,

(14) interpretieren die bei einer Stichprobe erhobene relative Haufigkeit als Schatzung einer zugrun-
deliegenden unbekannten Wahrscheinlichkeit.

Prozessbezogene Kompetenzen: Die Schiilerinnen und Schiiler

Ope-(12) verwenden im Unterricht ein modulares Mathematiksystem (MMS) zum ...
- Ermitteln der Kennzahlen statistischer Daten und von Wahrscheinlichkeitsverteilungen,
- Variieren der Parameter von Wahrscheinlichkeitsverteilungen,
- Berechnen von Wahrscheinlichkeiten bei binomialverteilten und im Leistungskurs auch nor-

malverteilten ZufallsgroRen,

Ope-(13) entscheiden situationsangemessen (iber den Einsatz mathematischer Hilfsmittel und digita-
ler Mathematikwerkzeuge und wahlen diese begriindet aus,

Mod-(6) beziehen erarbeitete Losungen wieder auf die reale Situation und interpretieren diese als
Antwort auf die Fragestellung,

Mod-(7) reflektieren die Abhangigkeit der Losungen von den getroffenen Annahmen,

Pro-(4) erkennen Muster und Beziehungen und generieren daraus Vermutungen,

Pro-(10) Uberpriifen die Plausibilitdt von Ergebnissen und interpretieren diese vor dem Hintergrund
der Fragestellung,

Arg-(5) begriinden Losungswege und nutzen dabei mathematische Regeln und Satze sowie sachlo-
gische Argumente,

Kom-(2) beschreiben Beobachtungen, bekannte Losungswege und Verfahren,

Kom-(8) wechseln flexibel zwischen mathematischen Darstellungsformen,

Kom-(12) nehmen zu mathematikhaltigen, auch fehlerbehafteten, Aussagen und Darstellungen be-
griindet und konstruktiv Stellung.




Umsetzung:

Eine Visualisierung der Binomialverteilung sowie des Einflusses von Stichprobenumfang n und Treffer-
wahrscheinlichkeit p erfolgt durch die graphische Darstellung der Verteilung als Histogramm unter Nut-
zung eines MMS. Anhand derartiger Wahrscheinlichkeitsverteilungen werden der Erwartungswert und
die Standardabweichung einer Binomialverteilung hergeleitet. Eine Moglichkeit zur Herleitung der
Standardabweichung ist, mithilfe eines MMS bei festem n und p fir jedes k die quadratische Abwei-
chung vom Erwartungswert mit der zugehorigen Wahrscheinlichkeit zu multiplizieren. Die Varianz als
Summe dieser Werte wird zusammen mit dem Erwartungswert in einer weiteren Tabelle notiert. Durch
systematisches Variieren von n und p entdecken die Lernenden die funktionale Abhangigkeit der Vari-
anz von diesen Parametern und die Formel 62 = n-p - (1 — p).

In verschiedenen Anwendungszusammenhangen werden sodann Problemstellungen mit binomialver-
teilten ZufallsgroRen untersucht, die jeweils eine Berechnung der Parameter k, p oder n verlangen. Mit
dem Erwartungswert lasst sich auch der Begriff eines ,,fairen” Spiels aufgreifen.

Die bei einer Stichprobe erhobene relative Haufigkeit wird bewusst als Schatzung einer zugrundelie-
genden unbekannten Wahrscheinlichkeit interpretiert. Die Genauigkeit dieser Schatzung steigt mit
dem Stichprobenumfang.

Vertiefung:
- In einem Sachkontext wird das Konzept der o-Umgebungen exemplarisch behandelt.

Beitrag zum Medienkompetenzrahmen NRW (MKR):

e MKR 1.2 (Digitale Werkzeuge): Der Einfluss von n und p auf die Binomialverteilung und ihre Kenn-
groRen wird mit Schiebereglern im MMS untersucht (Ope-12).

e MKR 5.4 (Selbstregulierte Mediennutzung): Die Lernenden entscheiden, welche Berechnungen sie
hilfsmittelfrei und welche mit dem MMS durchfiihren (Ope-13).

Summe Grundkurs Q2: 90 Unterrichtsstunden

VereinbarungsgemaR in Unterrichtsvorhaben verplant: 71 Unterrichtsstunden




Qualifikationsphase

Leistungskurs Q1

Unterrichtsvorhaben LK-1: Modellieren von Sachsituationen mit Funktionen (inklusive LGS) (LK-A2)
(Zeitbedarf: ca. 18 Ustd.)

Inhaltsfelder: Funktionen und Analysis (A)
Analytische Geometrie und Lineare Algebra (G)

Inhaltliche Schwerpunkte:

e Funktionen: ganzrationale Funktionen, Exponentialfunktionen, Sinusfunktionen der Form
f(x)=a-sin(b-x+c)+d sowie entsprechende Kosinusfunktionen

e Eigenschaften von Funktionen: Verlauf des Graphen, Definitionsbereich, Wertebereich, Nullstellen,
Symmetrie, Verhalten fir x — too

e Fortfihrung der Differentialrechnung: Produktregel, Kettenregel, Funktionsscharen, Extremwert-
probleme, Rekonstruktion von Funktionstermen (,,Steckbriefaufgaben”)

e Lineare Gleichungssysteme (Inhaltsfeld: Analytische Geometrie und Lineare Algebra)

Kompetenzerwartungen:

Funktionen und Analysis (A): Die Schiilerinnen und Schiiler

(3) nutzen die Eigenschaften von ganzrationalen Funktionen, Exponentialfunktionen, Sinusfunktio-
nen, Kosinusfunktionen, der natiirlichen Logarithmusfunktion und von Potenzfunktionen mit
rationalem Exponenten sowie der Transformationen dieser Funktionen zur Beantwortung von
Fragestellungen,

(4) bestimmen Parameter einer Funktion mithilfe von Bedingungen, die sich aus dem Kontext erge-
ben,

(5) interpretieren Parameter von Funktionen im Kontext der Fragestellung und untersuchen ihren
Einfluss auf Eigenschaften von Funktionsscharen.

Analytische Geometrie und Lineare Algebra (G): Die Schiilerinnen und Schiler

(6) erlautern ein algorithmisches Losungsverfahren fir lineare Gleichungssysteme,

(7) wenden ein algorithmisches Losungsverfahren ohne digitale Mathematikwerkzeuge auf Glei-
chungssysteme mit maximal drei Unbekannten an, die mit geringem Rechenaufwand I6sbar
sind,

(8) interpretieren die Losungsmenge von linearen Gleichungssystemen.

Prozessbezogene Kompetenzen: Die Schiilerinnen und Schiiler

Ope-(4) verwenden Basiswissen, mathematische Regeln und Gesetze sowie Algorithmen bei der Ar-
beit mit mathematischen Objekten,

Ope-(6) flihren verschiedene Losungs- und Kontrollverfahren durch, vergleichen und bewerten
diese,

Ope-(11) nutzen Mathematikwerkzeuge zum Darstellen, Berechnen, Kontrollieren und Prasentieren
sowie zum Erkunden,

Ope-(12) verwenden im Unterricht ein modulares Mathematiksystem (MMS) zum ...
— Lo6sen von Gleichungen und Gleichungssystemen auch abhangig von Parametern,
— zielgerichteten Variieren von Parametern von Funktionen,
— Erstellen von Graphen und Wertetabellen von Funktionen,

Ope-(13) entscheiden situationsangemessen tber den Einsatz mathematischer Hilfsmittel und digita-
ler Mathematikwerkzeuge und wahlen diese begriindet aus,

Ope-(14) reflektieren die Moglichkeiten und Grenzen digitaler Mathematikwerkzeuge,




Mod-(2) treffen begriindet Annahmen und nehmen Vereinfachungen realer Situationen vor,
Mod-(3) libersetzen zunehmend komplexe reale Situationen in mathematische Modelle,
Mod-(7) reflektieren die Abhéngigkeit der Losungen von den getroffenen Annahmen,
Mod-(9) verbessern aufgestellte Modelle mit Blick auf die Fragestellung,

Pro-(7) setzen Routineverfahren auch hilfsmittelfrei zur Losung ein.

Umsetzung:

Im Zusammenhang mit unterschiedlichen Kontexten mit und ohne Anwendungsbezug werden aus ge-
gebenen Eigenschaften (Punkte auf dem Graphen, Symmetrie, Bedingungen an die 1. und 2. Ableitung)
lineare Gleichungssysteme fiir die Parameter ganzrationaler Funktionen entwickelt. Die Schilerinnen
und Schiler erhalten die Gelegenheit, liber Grundannahmen der Modellierung (Grad der Funktion,
Symmetrie, Lage im Koordinatensystem, Ausschnitt) selbst zu entscheiden, die Angemessenheit der
Modellierung zu reflektieren und ggf. Veranderungen vorzunehmen. Aufgaben im Anwendungskon-
text, die Anschlussbedingungen (z.B. knickfrei, ruckfrei) berlicksichtigen, lassen sich zum Beispiel bei
der Trassierung von Bahngleisen/StraRen finden. Durch die Wahl geeigneter Modellierungen, z.B. An-
stieg des Meeresspiegels, konnen auch Themen aus dem Kontext Bildung fiir nachhaltige Entwicklung
in diesem Unterrichtsvorhaben integriert werden.

Damit nicht bereits zu Beginn algebraische Schwierigkeiten den zentralen Aspekt der Modellierung
Gberlagern, wird empfohlen, ein MMS zunachst als Blackbox zum Lésen von linearen Gleichungssyste-
men und zur graphischen Darstellung der erhaltenen Funktionen zum Zweck der Validierung zu ver-
wenden und erst im Anschluss die Blackbox , Gleichungsloser” zu 6ffnen, algorithmische Losungsver-
fahren (z.B. den GauB-Algorithmus) zu thematisieren und fir einige gut Gberschaubare Systeme mit
drei Unbekannten auch ohne digitale Hilfsmittel durchzufiihren. Uber freie Parameter (in L&sungen aus
unterbestimmten Gleichungssystemen) kénnen Funktionsscharen erzeugt werden; dies bereitet die
Untersuchung von Funktionsscharen in LK-2 vor.

Hinweise:
- Zur Forderung besonders leistungsstarker Schilerinnen und Schiiler bietet es sich an, sie selbststandig zur
Spline-Interpolation forschen und referieren zu lassen.

Vernetzung:

- In diesem Unterrichtsvorhaben werden algorithmische Losungsverfahren und mogliche Lésungsmengen li-
nearer Gleichungssysteme (leere Menge, eindeutige Losung oder unendlich viele Losungen) schwerpunkt-
maRig behandelt. Lineare Gleichungssysteme werden bei den Unterrichtsvorhaben der analytischen Geo-
metrie erneut bendétigt, dort sollten aber algorithmische Losungsverfahren keinen Schwerpunkt mehr bil-
den. Verschiedene Losungsmengen linearer Gleichungssysteme werden bei den Lagebeziehungen von Ge-
raden und Ebenen wieder aufgegriffen und geometrisch gedeutet (leere Menge, Punkt, Gerade, Ebene).

Materialhinweis:
- Material ,,Meeresspiegelanstieg | — Modellierung mit ganzrationalen Funktionen” im Lehrplannavigator
(https://www.schulentwicklung.nrw.de/lehrplaene/lehrplannavigator-s-ii/gymnasiale-oberstufe-neue-

klp/mathematik/hinweise-und-materialien/index.html)

Beitrag zum Medienkompetenzrahmen NRW (MKR):

e MKR 1.1 (Medienausstattung (Hardware)): Die Lernenden richten zu Beginn der Qualifikationsphase ihre Ar-
beitsumgebung ein (iPad mit der TI-Nspire™ CAS-App, digitale Heftfiihrung) und entscheiden begriindet,
wann sie das MMS und wann analoge Hilfsmittel einsetzen (Ope-13).

e MKR 1.3 (Datenorganisation): Unterrichtsdokumente, MMS-Dateien und Lésungen werden in einer verabre-
deten Ordnerstruktur gespeichert und tiber die schulische Cloud abgerufen (Ope-11).

e MKR 6.2 (Algorithmen erkennen): Das GauRR-Verfahren wird als Algorithmus erldutert, ohne MMS auf kleine
Gleichungssysteme angewendet und mit der Losung durch das MMS verglichen (G-(6), G-(7)).



https://www.schulentwicklung.nrw.de/lehrplaene/lehrplannavigator-s-ii/gymnasiale-oberstufe-neue-klp/mathematik/hinweise-und-materialien/index.html
https://www.schulentwicklung.nrw.de/lehrplaene/lehrplannavigator-s-ii/gymnasiale-oberstufe-neue-klp/mathematik/hinweise-und-materialien/index.html

Unterrichtsvorhaben LK-2: Optimierungsprobleme ohne und mit Parametern (LK-A1)
(Zeitbedarf: ca. 22 Ustd.)

Inhaltsfeld: Funktionen und Analysis (A)

Inhaltliche Schwerpunkte:

e Funktionen: ganzrationale Funktionen Exponentialfunktionen, Sinusfunktionen der Form
f(x) =a-sin(b-x+ c) + d sowie entsprechende Kosinusfunktionen

e Fortflihrung der Differentialrechnung: Funktionsscharen, Extremwertprobleme

Kompetenzerwartungen: Die Schilerinnen und Schiler

(1) l6sen biquadratische Gleichungen auch ohne Hilfsmittel,

(2) fuhren Extremwertprobleme durch Kombination mit Nebenbedingungen auf Funktionen einer
Variablen zuriick und |6sen diese,

(3) nutzen die Eigenschaften von ganzrationalen Funktionen, Exponentialfunktionen, Sinusfunktio-
nen, Kosinusfunktionen, der natirlichen Logarithmusfunktion und von Potenzfunktionen mit
rationalem Exponenten sowie der Transformationen dieser Funktionen zur Beantwortung von
Fragestellungen,

(5) interpretieren Parameter von Funktionen im Kontext der Fragestellung und untersuchen ihren
Einfluss auf Eigenschaften von Funktionsscharen,

(6) bilden ohne Hilfsmittel die Ableitungen von ganzrationalen Funktionen, Exponentialfunktionen,
Sinus- und Kosinusfunktionen, der nattrlichen Logarithmusfunktion sowie von Potenzfunktio-
nen mit rationalem Exponenten und wenden die Produkt- und Kettenregel an,

(7) untersuchen Funktionen auch in Abhdngigkeit von Parametern mithilfe von vorgegebenen und
mit dem MMS ermittelten Ableitungen und unbestimmten Integralen (,,Stammfunktionen”) im
Kontext der Fragestellung.

Prozessbezogene Kompetenzen: Die Schiilerinnen und Schiler

Ope-(12) verwenden im Unterricht ein modulares Mathematiksystem (MMS) zum ...
— Lo6sen von Gleichungen und Gleichungssystemen auch abhadngig von Parametern,
— zielgerichteten Variieren von Parametern von Funktionen,
— Ermitteln eines Funktionsterms der Ableitung einer Funktion auch abhangig von Parame-

tern,

Mod-(1) erfassen und strukturieren zunehmend komplexe reale Situationen mit Blick auf eine kon-
krete Fragestellung,

Mod-(3) lbersetzen zunehmend komplexe reale Situationen in mathematische Modelle,

Mod-(8) benennen Grenzen aufgestellter mathematischer Modelle und vergleichen Modelle bzgl. der
Angemessenheit,

Mod-(9) verbessern aufgestellte Modelle mit Blick auf die Fragestellung,

Pro-(8) bericksichtigen einschriankende Bedingungen,

Pro-(9) entwickeln Ideen flir mogliche Losungswege, planen Vorgehensweisen zur Lésung eines
Problems und fiihren Losungsplane zielgerichtet aus,

Pro-(10) Uberprifen die Plausibilitdt von Ergebnissen und interpretieren diese vor dem Hintergrund
der Fragestellung,

Pro-(14) variieren und verallgemeinern Fragestellungen vor dem Hintergrund einer Losung,

Arg-(5) begriinden Losungswege und nutzen dabei mathematische Regeln und S&tze sowie sachlogi-
sche Argumente,

Kom-(5) formulieren eigene Uberlegungen und beschreiben zunehmend komplexe eigene Lésungs-
wege.




Umsetzung:

Anknipfend an die in LK-1 rekonstruierten ganzrationalen Funktionen werden Funktionen vierten Gra-
des vertieft untersucht. Dies umfasst insbesondere das hilfsmittelfreie Losen von biquadratischen Glei-
chungen.

Anschliefend werden zunachst Optimierungsprobleme mit ganzrationalen Funktionen ohne Parameter
betrachtet. Als Einstiegsproblem hat sich z.B. die Optimierung einer offenen Schachtel, die aus einem
DIN-A4-Papier gefaltet wird, bewahrt. Das Aufstellen der Funktionsgleichungen bei Optimierungsprob-
lemen fordert Problemldsestrategien. Die Lernenden sollten deshalb hinreichend Zeit bekommen, mit
Methoden des kooperativen Lernens selbststandig zu Zielfunktionen zu kommen und dabei unter-
schiedliche Losungswege entwickeln. In diesem Rahmen werden grundlegende Inhalte der Einfiih-
rungsphase integrierend wiederholt.

An mindestens einem Problem entdecken die Schiilerinnen und Schiiler die Notwendigkeit, Randext-
rema zu betrachten. Mindestens ein Verpackungsproblem (optimale Verpackung) wird unter dem As-
pekt der Modellvalidierung/Modellkritik und Modellvariation untersucht. In diesen Kontexten entste-
hen auch Zielfunktionen die nicht rein ganzrational sind. In diesem Zusammenhang entwickeln die
Schilerinnen und Schiiler die Ableitungen von Potenzfunktionen mit rationalen Exponenten (noch
ohne die Produkt- oder Kettenregel). Komplexere Funktionen kénnen mithilfe eines MMS untersucht
werden, ohne dass Ableitungen hilfsmittelfrei gebildet werden missen (z.B. ,,Zylinder in einer Kugel“).

AnschlieBend werden Optimierungsprobleme bei Funktionen mit Parametern betrachtet. Hier kann
z.B. auch das Problem der offenen Schachtel wieder aufgegriffen werden, indem nicht von einem Papier
mit festen Malen ausgegangen wird, sondern nur ein Seitenverhadltnis der Papierseiten vorgegeben
wird oder die Lange einer Seite offenbleibt, sodass bei der Zielfunktion eine Parameterabhangigkeit
entsteht.

Mit vorgegebenen ganzrationalen Funktionen mit Parametern (Funktionsscharen) werden anknipfend
innermathematische Situationen (Funktionsscharen) und anwendungsbezogene Kontexte mit Parame-
tern (z.B. Bricken, Gebaude, Flugbahnen) untersucht, bei denen Extrempunkte eine Rolle spielen. Hier-
bei konnen die Inhalte der Analysis aus der EF aufgegriffen und vertieft werden. Ein MMS wird zum
Variieren von Parametern aber auch zum Lésen von Gleichungen mit Parametern verstarkt genutzt.

Beitrag zum Medienkompetenzrahmen NRW (MKR):

e MKR 1.2 (Digitale Werkzeuge): Schieberegler und Graphen im MMS dienen zur Untersuchung des
Parametereinflusses bei Funktionenscharen und zur Kontrolle von Ortskurven; Zielfunktionen von
Extremwertproblemen werden graphisch und numerisch untersucht (Ope-12).




Unterrichtsvorhaben LK-3: Von der Anderungsrate zum Bestand (LK-A3)
(Zeitbedarf: ca. 10 Ustd.)

Inhaltsfeld: Funktionen und Analysis (A)

Inhaltliche Schwerpunkte:
e Integralrechnung: Produktsumme, orientierte Flache, Bestandsfunktion, Integralfunktion, Stamm-
funktion, bestimmtes Integral, Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung

Kompetenzerwartungen: Die Schilerinnen und Schiiler

(14) interpretieren Produktsummen im Sachkontext als Rekonstruktion des Gesamtbestandes oder
Gesamteffektes einer GroRe,

(15) deuten die Inhalte von orientierten Flachen im Kontext der Fragestellung,

(16) skizzieren zum Graphen einer gegebenen Randfunktion den Graphen der zugehdrigen Flachenin-
haltsfunktion,

(17) erldutern und vollziehen an geeigneten Beispielen den Ubergang von der Produktsumme zum
Integral auf der Grundlage eines propadeutischen Grenzwertbegriffs.

Prozessbezogene Kompetenzen: Die Schiilerinnen und Schiiler

Ope-(11) nutzen Mathematikwerkzeuge zum Darstellen, Berechnen, Kontrollieren und Prasentieren
sowie zum Erkunden,

Mod-(5) erarbeiten mithilfe mathematischer Kenntnisse und Fertigkeiten Losungen innerhalb des
mathematischen Modells,

Pro-(3) wahlen zur Erfassung einer Situation heuristische Hilfsmittel aus (Skizze, informative Figur,
Tabelle, experimentelle Verfahren),

Pro-(5) nutzen heuristische Strategien und Prinzipien (Analogiebetrachtungen, Schitzen und Uber-
schlagen, systematisches Probieren oder AusschlieRen, Darstellungswechsel, Zerlegen und
Ergdanzen, Symmetrien verwenden, Invarianten finden, Zurlckfihren auf Bekanntes, Zerle-
gen in Teilprobleme, Fallunterscheidungen, Vorwarts- und Riickwartsarbeiten, Spezialisieren
und Verallgemeinern),

Arg-(2) unterstiitzen Vermutungen durch geeignete Beispiele,

Kom-(3) erldutern mathematische Begriffe in innermathematischen und anwendungsbezogenen Zu-
sammenhangen,

Kom-(7) wahlen begriindet geeignete digitale und analoge Medien und mathematische Darstellungs-
formen (graphisch-visuell, algebraisch-formal, numerisch-tabellarisch, verbal-sprachlich)
aus,

Kom-(10) konzipieren, erstellen und prasentieren analoge und digitale Lernprodukte,

Kom-(13)vergleichen und beurteilen ausgearbeitete Lésungen unter mathematischen Gesichtspunk-
ten hinsichtlich ihrer Verstandlichkeit und fachsprachlichen Qualitat,

Kom-(15)fihren Diskussionsbeitrdage zu einem Fazit zusammen.




Umsetzung:

Das Thema ist komplementér zur Einfiihrung der Anderungsraten im Unterrichtsvorhaben Il der Einfiih-
rungsphase (E-A2). Deshalb werden hier Kontexte, die schon dort genutzt wurden, wieder aufgegriffen
(Geschwindigkeit — Weg, Zuflussrate von Wasser — Wassermenge). Daneben wird die Rekonstruktion
einer GroRe (z.B. physikalische Arbeit) thematisiert, bei der es sich nicht um die Rekonstruktion eines
Bestandes handelt.

Der Einstieg sollte iber ein Stationenlernen oder eine arbeitsteilige Gruppenarbeit erfolgen, in der sich
die Schiilerinnen und Schiiler selbststiandig eine Breite an Kontexten, in denen von einer Anderungsrate
auf den Bestand geschlossen wird, erarbeiten. AuRer der Schachtelung durch Ober- und Untersummen
sollen die Schiilerinnen und Schiler eigenstandig weitere unterschiedliche Strategien (z.B. Trapezsum-
men) zur moglichst genauen ndherungsweisen Berechnung des Bestands entwickeln und vergleichen.
Die entstehenden Produktsummen werden als Bilanz Gber orientierte Flacheninhalte interpretiert.

Qualitativ kénnen die Schilerinnen und Schiiler so den Graphen einer Flacheninhaltsfunktion als ,,Bi-
lanzgraphen” zu einem vorgegebenen Randfunktionsgraphen skizzieren. Damit bereitet dieses Unter-
richtsvorhaben den Begriff der Integralfunktion anschaulich vor. Die Ergebnisse des Stationenlernens
bzw. der Gruppenarbeit werden als Lernprodukte dokumentiert und im Kurs prasentiert. Schilervor-
trage Uber bestimmte Kontexte sind hier wiinschenswert.

Die erarbeiteten Produktsummen aus der vorhergehenden Arbeitsphase werden nun im Unterricht
weiter verfeinert und damit werden immer genauere Flachenabschdtzungen vorgenommen. Auch die
Orientierung der Flachen kann dabei erneut thematisiert werden. Bei der Berechnung von Produktsum-
men, die mit dem Summenzeichen notiert sind, kann ein MMS gewinnbringend eingesetzt werden. Die
Frage, wie die Genauigkeit der Ndherung erhéht werden kann, gibt Anlass zu anschaulichen Grenzwer-
tliberlegungen. Aus den Ubereinstimmenden Grenzwerten von Ober- und Untersummen ergibt sich die
Definition des Integrals.

Hinweise:
- Beider Behandlung der Produktsummen soll auch die Notation mithilfe des Summenzeichens ein-
gefiihrt und gelibt werden.

Materialhinweis:
- Impulse fir das Stationenlernen kénnen den Sinus-Materialien (2008) in der Materialdatenbank
entnommen werden: https://www.schulentwicklung.nrw.de/sinus/front con-
tent.php?idart=448&idcat=378&lang=9&client=12&matld=2033

Beitrag zum Medienkompetenzrahmen NRW (MKR):

e MKR 1.2 (Digitale Werkzeuge): Produktsummen werden in einer Tabellenkalkulation bzw. der Ta-
bellenansicht des MMS berechnet und fir feinere Zerlegungen verglichen (Kom-7, Ope-11).

e MKR 4.1 (Medienproduktion und Prasentation): Die Lernenden erstellen in Gruppen ein digitales
Lernprodukt (z.B. kurzes Erkldrvideo oder Prasentation) zum Ubergang von der Produktsumme zum
Integral und prasentieren es (Kom-10).

e MKR 4.2 (Gestaltungsmittel): Gestaltung und Verstandlichkeit der Lernprodukte werden kriterien-
geleitet beurteilt (Kom-10).

e MKR 4.3 (Quellendokumentation): Verwendete fremde Abbildungen und Materialien werden mit
Quellenangabe dokumentiert (Kom-10).



https://www.schulentwicklung.nrw.de/sinus/front_content.php?idart=448&idcat=378&lang=9&client=12&matId=2033
https://www.schulentwicklung.nrw.de/sinus/front_content.php?idart=448&idcat=378&lang=9&client=12&matId=2033

Unterrichtsvorhaben LK-4: Herleitung und Anwendung des Hauptsatzes der Differential- und Integral-
rechnung (LK-A4)

(Zeitbedarf: ca. 22 Ustd.)
Inhaltsfeld: Funktionen und Analysis (A)

Inhaltliche Schwerpunkte:
e Integralrechnung: Produktsumme, orientierte Fliche, Bestandsfunktion, Integralfunktion, Stammfunk-
tion, bestimmtes Integral, Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung

Kompetenzerwartungen: Die Schiilerinnen und Schiiler

(7) untersuchen Funktionen auch in Abhadngigkeit von Parametern mithilfe von vorgegebenen und
mit dem MMS ermittelten Ableitungen und unbestimmten Integralen (,,Stammfunktionen”) im
Kontext der Fragestellung,

(15) deuten die Inhalte von orientierten Flachen im Kontext der Fragestellung,

(18) begrinden den Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung unter Verwendung eines an-
schaulichen Stetigkeitsbegriffs und wenden den Hauptsatz an,

(19) bestimmen ohne Hilfsmittel Stammfunktionen ganzrationaler Funktionen, nutzen vorgegebene
Stammfunktionen und verwenden die natlirliche Logarithmusfunktion als Stammfunktion der

. 1
Funktion: x — =,
X

(20) nutzen die Intervalladditivitdt und Linearitat von Integralen,

(21) ermitteln den Gesamtbestand oder Gesamteffekt einer GroRe aus der Anderungsrate oder der
Randfunktion,

(22) ermitteln Flacheninhalte mithilfe von bestimmten Integralen und uneigentlichen Integralen sowie
Volumina von Kérpern, die durch die Rotation um die Abszisse entstehen.

Prozessbezogene Kompetenzen: Die Schiilerinnen und Schiler

Ope-(1) wenden grundlegende Kopfrechenfertigkeiten sicher an,

Ope-(3) fiihren geeignete Rechenoperationen auf der Grundlage eines inhaltlichen Verstandnisses
durch,

Ope-(11) nutzen Mathematikwerkzeuge zum Darstellen, Berechnen, Kontrollieren und Prasentieren
sowie zum Erkunden,

Ope-(12) verwenden im Unterricht ein modulares Mathematiksystem (MMS) zum ...
— Ermitteln bestimmter und unbestimmter Integrale auch abhangig von Parametern,

Mod-(6) beziehen erarbeitete Losungen wieder auf die reale Situation und interpretieren diese als
Antwort auf die Fragestellung,

Pro-(7) setzen Routineverfahren auch hilfsmittelfrei zur Losung ein,

Arg-(4) erldutern Zusammenhange zwischen Fachbegriffen,

Arg-(9) erklaren vorgegebene Argumentationsketten und mathematische Beweise,

Arg-(13) Uberprifen, inwiefern Ergebnisse, Begriffe und Regeln verallgemeinert werden kénnen,

Kom-(3) erlautern mathematische Begriffe in innermathematischen und anwendungsbezogenen Zu-
sammenhangen,

Kom-(6) verwenden die Fachsprache und fachspezifische Notation in angemessenem Umfang.




Umsetzung:

Ausgehend von der Rekonstruktion eines Bestandes beziehungsweise der Flacheninhaltsfunktion und
der Definition des Integrals wird der Begriff der Integralfunktion I, fiir einen Anfangswert a erschlossen.
Die Vermutung, dass die Integralfunktion eine Stammfunktion ist, wird anschaulich, kontextgebunden
und numerisch begriindet.

Um den Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung auch tiefergehend zu begriinden, wird der
absolute Zuwachs I,(x + h) - 1,(x) geometrisch durch Rechtecke nach oben und unten abgeschatzt.
Der Ubergang zur relativen Anderung mit anschlieRendem Grenziibergang fiihrt dazu, die Stetigkeit von
Funktionen zu thematisieren und den Hauptsatz formal exakt zu notieren. In diesem Rahmen werden
auch die Intervall-additivitat und Linearitat des Integrals formal gefasst.

Die Regeln zum Ermitteln von Funktionstermen fir Stammfunktionen werden von den Schiilerinnen
und Schiilern durch Riickwartsanwenden der bekannten Ableitungsregeln selbstandig erarbeitet. Dabei
finden sie auch heraus, dass dies nicht in jedem Fall méglich ist und es Funktionen wie f(x) = % gibt,
fir deren Stammfunktionen noch kein Funktionsterm zur Verfligung steht.

Die gewonnenen Erkenntnisse werden fiir die Berechnung von Flachen zwischen Funktionsgraphen ge-

nutzt und auf weitere zunehmend komplexe innermathematische und anwendungsorientierte Situati-
onen Ubertragen. Geeignete Problemstellungen werden auch ohne Hilfsmittel bearbeitet.

Beitrag zum Medienkompetenzrahmen NRW (MKR):

e MKR 1.2 (Digitale Werkzeuge): Integralfunktionen, Flachen zwischen Graphen und Rotationskdrper
werden mit dem MMS visualisiert und berechnet; hilfsmittelfreie und digitale Losungswege werden
einander gegenibergestellt (Ope-11, Ope-12).




Unterrichtsvorhaben LK-5: Die Welt vermessen — das Skalarprodukt und seine ersten Anwendungen
(LK-G1)

(Zeitbedarf: ca. 10 Ustd.)
Inhaltsfeld: Analytische Geometrie und Lineare Algebra (G)

Inhaltliche Schwerpunkte:
e Vektoroperation: Skalarprodukt

Kompetenzerwartungen: Die Schiilerinnen und Schiler

(2) deuten das Skalarprodukt geometrisch (Orthogonalitat, Betrag, Winkel zwischen Vektoren) und
berechnen es,

(12) untersuchen geometrische Objekte oder Situationen in innermathematischen und anwendungs-
bezogenen Problemstellungen und deuten die Ergebnisse.

Prozessbezogene Kompetenzen: Die Schiilerinnen und Schiiler

Ope-(8) erstellen Skizzen geometrischer Situationen und wechseln zwischen Perspektiven,

Ope-(9) verwenden grundlegende Eigenschaften mathematischer Objekte zur Bearbeitung von Prob-
lemstellungen,

Ope-(11) nutzen Mathematikwerkzeuge zum Darstellen, Berechnen, Kontrollieren und Prasentieren
sowie zum Erkunden,

Pro-(4) erkennen Muster und Beziehungen und generieren daraus Vermutungen,

Pro-(11) analysieren und reflektieren Ursachen von Fehlern,

Arg-(9) erklaren vorgegebene Argumentationsketten und mathematische Beweise,

Arg-(13) Uberprifen, inwiefern Ergebnisse, Begriffe und Regeln verallgemeinert werden kénnen,

Kom-(1) erfassen, strukturieren und formalisieren Informationen aus zunehmend komplexen mathe-
matikhaltigen analogen und digitalen Quellen sowie aus mathematischen Fachtexten und
Unterrichtsbeitragen,

Kom-(12) nehmen zu mathematikhaltigen, auch fehlerbehafteten, Aussagen und Darstellungen be-
grindet und konstruktiv Stellung.




Umsetzung:

Das Skalarprodukt @ - b wird zunachst als Indikator fiir Orthogonalitat aus einer Anwendung des Satzes
von Pythagoras entwickelt. Zur Entlastung empfiehlt sich fiir die Herleitung zunachst eine Beschran-
kung auf zwei Dimensionen. Wesentlich fir den Aufbau einer tragenden Grundvorstellung ist die Zer-
legung eines Vektors d in zu b parallele und orthogonale Komponenten. Dadurch wird der geometri-
sche Aspekt der Projektion betont, der spater zum Verstandnis der Abstandsmessung zwischen Punk-
ten und Ebenen genutzt werden kann.

Eine Exploration der Winkelabhangigkeit des Skalarproduktes mit einem MMS fiihrt zur Wiederentde-
ckung der Rolle des Kosinus bei der Projektion. Der Kosinus wird genutzt, um den Winkel zwischen zwei
Vektoren zu berechnen. Am Beispiel der physikalischen Arbeit wird das geometrische Verstandnis des
Skalarprodukts veranschaulicht.

Anknipfend an das Unterrichtsvorhaben E-G1 werden Eigenschaften von Dreiecken und Vierecken
auch mithilfe des Skalarprodukts untersucht.

Die besonderen formalen Eigenschaften des Skalarprodukts sowie die dafiir gliltigen Rechengesetze
werden im Zusammenhang mit der Analyse von typischen Fehlern (z.B. keine Division durch einen
Vektor, kein Satz vom Nullprodukt) sowie vor dem Hintergrund der Verallgemeinerung bekannter
Rechenregeln fir Zahlen thematisiert.

Vertiefung:
- Im Rahmen eines arbeitsteiligen Vorgehens kann ein Vergleich von Lésungswegen mit und ohne
Skalarprodukt dahinterliegende elementargeometrische Satze transparent machen wie z.B. die

Aquivalenz der zum Nachweis einer Raute benutzten Bedingungen (& + B) . (a - 5) =0 und

G2 = b2 fir die Seitenvektoren d@ und b eines Parallelogramms. Ein dhnliches Vorgehen ist beim
Beweis des Satzes des Thales moglich.

- Im Sinne der Wissenschaftspropddeutik ist neben einem Einblick in die Mdglichkeit einer axioma-
tischen Festlegung eines Skalarproduktes durch seine algebraischen Eigenschaften wichtig, dass
durch ein Skalarprodukt zugleich Langen- als auch Winkelmessung in einem Vektorraum ermog-
licht werden.

Hinweis:

e laut schulinternem Curriculum der EF kénnen die Lagebeziehungen zwischen Geraden (,Elemente
der Mathematik” EF, Abschnitt 4.6) in die Q1 verlegt werden. In diesem Fall werden sie zu Beginn
dieses Unterrichtsvorhabens zusammen mit einer Wiederholung von Vektoren und Geraden be-
handelt.

Beitrag zum Medienkompetenzrahmen NRW (MKR):

e MKR 1.2 (Digitale Werkzeuge): Vektoren, Geraden und Winkel werden in einer dreidimensionalen
Darstellung des MMS bzw. einer dynamischen Geometriesoftware veranschaulicht (Ope-11).

e MKR 2.2 (Informationsauswertung): Im Stationenlernen zu Schnittwinkeln entnehmen die Lernen-
den Informationen aus digitalen und analogen Materialien und strukturieren sie (Kom-1).




Unterrichtsvorhaben LK-6: Parametrisierung von Ebenen (LK-G3)
(Zeitbedarf: ca. 6 Ustd.)

Inhaltsfeld: Analytische Geometrie und Lineare Algebra (G)

Inhaltliche Schwerpunkte:
e Ebenen: Parameterform
e Lineare Gleichungssysteme

Kompetenzerwartungen: Die Schiilerinnen und Schiler

(1) stellen Ebenen, Parallelogramme und Dreiecke in Parameterform dar,

(5) berechnen Schnittpunkte von Geraden mit Ebenen,

(7) wenden ein algorithmisches Losungsverfahren ohne digitale Mathematikwerkzeuge auf Glei-
chungssysteme mit maximal drei Unbekannten an, die mit geringem Rechenaufwand I6sbar sind,

(8) interpretieren die Losungsmenge von linearen Gleichungssystemen.

Prozessbezogene Kompetenzen: Die Schiilerinnen und Schiler

Ope-(7) nutzen schematisierte und strategiegeleitete Verfahren und wahlen diese situationsgerecht
aus,

Ope-(8) erstellen Skizzen geometrischer Situationen und wechseln zwischen Perspektiven,

Ope-(12) verwenden im Unterricht ein modulares Mathematik-System (MMS) zum...
— Loésen von Gleichungen und Gleichungssystemen auch abhangig von Parametern,
— Darstellen von geometrischen Situationen im Raum,

Pro-(7) setzen Routineverfahren auch hilfsmittelfrei zur Losung ein,

Pro-(8) bericksichtigen einschriankende Bedingungen,

Arg-(4) erlautern Zusammenhange zwischen Fachbegriffen,

Kom-(3) erlautern mathematische Begriffe in innermathematischen und anwendungsbezogenen Zu-
sammenhangen,

Kom-(8) wechseln flexibel zwischen mathematischen Darstellungsformen.




Umsetzung:

Ausgehend von der Parameterform von Geraden wird die Parameterform der Ebenengleichung entwi-
ckelt. Als Einstiegskontext dient z.B. eine Dachkonstruktion mit Sparren und Querlatten oder eine So-
laranlage auf einem Dach. Damit wird die Idee der Koordinatisierung aus der Einflihrungsphase wieder
aufgegriffen und auf beliebige Ebenen im Raum Ubertragen. Durch Einschrankung des Definitionsbe-
reichs der Parameter werden Parallelogramme und Dreiecke beschrieben.

Schnittpunkte von Geraden und Ebenen werden in diesem Unterrichtsvorhaben Uber ein 3x3-Glei-
chungssystem bestimmt, wenn beide in Parameterform vorliegen; dabei wird die L6sungsmenge geo-
metrisch gedeutet. Normalen- und Koordinatenform sowie die systematische Untersuchung von Lage-
beziehungen folgen in LK-7.

Vernetzung:
- Der Unterricht wird durch den Einsatz eines MMS bei der Losung linearer Gleichungssysteme ent-
lastet. Es ist jedoch sinnvoll, numerisch einfache Falle auch hilfsmittelfrei zu bearbeiten, um die
bereits im Unterrichtsvorhaben LK-1 erworbenen Kompetenzen zu reaktivieren und zu festigen.

Vertiefung:

- Das Vektorprodukt liefert einen zu beiden Spannvektoren orthogonalen Vektor und kann hier ver-
tiefend eingefiihrt werden; zur Bestimmung eines Normalenvektors wird es in LK-7 genutzt. Es ist
nicht primar wegen der technischen Einfachheit gewinnbringend, sondern weil die Entwicklung
einer tragfahigen geometrischen Vorstellung des Vektorproduktes sowie eine Beschreibung seiner
algebraischen Eigenschaften den im Unterrichtsvorhaben LK-5 fiir das Skalarprodukt beschritte-
nen Weg weiterverfolgt und auch eine hohe Relevanz fiir den Physikunterricht besitzt.
Vertiefend kann das Vektorprodukt fir die Flachenberechnung bei Parallelogrammen und Drei-
ecken sowie fir die Volumenberechnung beim Spatprodukt eingesetzt werden.

- Vertiefend kann die Parallelitat zwischen einer Ebene und einer Geraden durch die lineare Abhan-
gigkeit des Richtungsvektors der Geraden von den Spannvektoren der Ebene beschrieben werden
(Komplanaritat).

Beitrag zum Medienkompetenzrahmen NRW (MKR):

e MKR 1.2 (Digitale Werkzeuge): Ebenen, Parallelogramme und Dreiecke werden mit dem MMS
raumlich dargestellt; Gleichungssysteme zur Punktprobe und zu Schnittmengen werden mit dem
MMS geldst und interpretiert (Ope-12).




Unterrichtsvorhaben LK-7: Ebenen in Normalenform und ihre Schnittmengen (LK-G2)
(Zeitbedarf: ca. 13 Ustd.)

Inhaltsfeld: Analytische Geometrie und Lineare Algebra (G)

Inhaltliche Schwerpunkte:

e Ebenen: Parameterform, Koordinatenform, Normalenform

e Schnittwinkel: Geraden, Geraden und Ebenen, Ebenen

e lLagebeziehungen und Abstidnde: Punkte, Geraden, Ebenen (alle Kombinationen)

Kompetenzerwartungen: Die Schiilerinnen und Schiler

(2) deuten das Skalarprodukt geometrisch (Orthogonalitat, Betrag, Winkel zwischen Vektoren) und
berechnen es,

(3) stellen Ebenen in Normalenform sowie in Koordinatenform dar und nutzen diese zur Orientie-
rung im Raum,

(4) untersuchen Lagebeziehungen von Ebenen sowie von Geraden und Ebenen,
(5) berechnen Schnittpunkte von Geraden mit Ebenen,
(8) interpretieren die Losungsmenge von linearen Gleichungssystemen,

(9) berechnen die GroRe des Schnittwinkels zwischen zwei sich schneidenden Objekten,
(10) bestimmen Abstdande zwischen Punkten, Geraden und Ebenen.

Prozessbezogene Kompetenzen: Die Schiilerinnen und Schiiler

Ope-(8) erstellen Skizzen geometrischer Situationen und wechseln zwischen Perspektiven,

Ope-(12) verwenden im Unterricht ein modulares Mathematik-System (MMS) zum...

— Losen von Gleichungen und Gleichungssystemen auch abhangig von Parametern,
— Darstellen von geometrischen Situationen im Raum,

Pro-(4) erkennen Muster und Beziehungen und generieren daraus Vermutungen,

Pro-(5) nutzen heuristische Strategien und Prinzipien (Analogiebetrachtungen, Schitzen und Uber-
schlagen, systematisches Probieren oder AusschlieBen, Darstellungswechsel, Zerlegen und
Ergdnzen, Symmetrien verwenden, Invarianten finden, Zurlckfihren auf Bekanntes, Zerle-
gen in Teilprobleme, Fallunterscheidungen, Vorwarts- und Riickwartsarbeiten, Spezialisieren
und Verallgemeinern),

Arg-(4) erldutern Zusammenhange zwischen Fachbegriffen,

Kom-(1) erfassen, strukturieren und formalisieren Informationen aus zunehmend komplexen mathe-
matikhaltigen analogen und digitalen Quellen sowie aus mathematischen Fachtexten und
Unterrichtsbeitragen,

Kom-(4) erfassen und erldutern mathematische Darstellungen, auch wenn diese nicht vertraut sind,

Kom-(5) formulieren eigene Uberlegungen und beschreiben zunehmend komplexe eigene Lésungs-
wege.




Umsetzung:

Im Sinne verstarkt wissenschaftspropadeutischen Arbeitens wird folgender anspruchsvoller, an das Un-
terrichtsvorhaben LK-5 anknlpfender Weg vorgeschlagen: Betrachtet wird die als Punkt-Normalenform
bekannte Gleichung: - (¥ — d) = 0. Durch systematisches Probieren oder Betrachten von Spezial-

fillen wie @ = 0 wird die Losungsmenge geometrisch als Ebene gedeutet. Die Schnittmenge zweier
Ebenen wird durch Losung eines linearen 2x3-Gleichungssystems bestimmt. Dabei missen die Lernen-
den eine nicht leere Lésungsmenge selbstandig parametrisieren und als Schnittgerade identifizieren.
Da die Parameterform aus LK-6 bekannt ist, wird ein Normalenvektor auch als zu beiden Spannvektoren
orthogonaler Vektor bestimmt; so werden Parameter- und Koordinatenform ineinander tberfiihrt.

Zur Klarung der Parallelitdt von Geraden und Ebenen oder Ebenen untereinander werden Normalen-
vektoren herangezogen. Uber die Normalenvektoren wird die Winkelberechnung zwischen zwei Vek-
toren auch auf Ebenen libertragen.

Die unterschiedlichen Darstellungsformen dieser Ebenengleichung und ihre jeweilige geometrische
Deutung (Koordinatenform, Achsenabschnittsform, Hesse-Normalenform? als Sonderformen der Nor-
malenform) werden in einem Gruppenpuzzle gegeniibergestellt und in Beziehung gesetzt. Dabei inten-
siviert der kommunikative Austausch die fachlichen Aneignungsprozesse.

Die Hesse-Normalenform?! erlaubt es, Abstidnde eines Punktes von der Ebene sowie Abstinde zwischen
parallelen Ebenen direkt abzulesen. Dabei wird eine Verknilipfung zur Grundvorstellung der Projektion
(LK-5) hergestellt. Verfahrenstechnisch macht es keinen Unterschied, ob es sich nun um den Abstand
eines Punktes, einer parallelen Geraden oder einer parallelen Ebene von einer Ebene handelt.

Die Achsenabschnittsform erleichtert es, Ebenen zeichnerisch darzustellen. Die Achsenabschnittsbe-
rechnung ist dabei nur ein Spezialfall der besonders einfachen Schnittmengenberechnung zwischen
Geraden und Ebenen (DurchstoRpunkt) in Koordinatenform.

Einen verstandnisorientierten Zugang zur Abstandsberechnung zwischen einem Punkt und einer Ebene
bietet das LotfuRpunktverfahren, das auch auf weitere Abstandsprobleme (vgl. LK-8) libertragen wer-
den kann.

Vernetzung:

- Die Gleichungen eines linearen 2x3- oder 3x3-Gleichungssystems (LK-1) kénnen als Koordinaten-
gleichungen interpretiert werden, so dass die Losungsmenge des LGS als Schnittmenge von Ebe-
nen geometrisch gedeutet werden kann. Ihre Dimension lasst sich aus der Lagebeziehung der Ebe-
nen erkennen. Dabei wird deutlich, wie weit die Normalenvektoren die Lagebeziehungen zwi-
schen 2 oder 3 Ebenen bestimmen.

Beitrag zum Medienkompetenzrahmen NRW (MKR):

e MKR 2.2 (Informationsauswertung): In arbeitsteiliger Gruppenarbeit zur Lage von Gerade und
Ebene erarbeiten die Lernenden das Verfahren aus Materialien und bereiten es fiir die anderen
Gruppen auf (Kom-1).

e MKR 1.2 (Digitale Werkzeuge): Die Zeilenstufenform wird mit dem MMS bestimmt und im Hinblick
auf die Lagebeziehung gedeutet (Ope-12).

1 Die Hesse-Normalenform gehort nicht zur Obligatorik des KLP und ist damit nicht verpflichtend. Aus didaktischen
Griinden wurde sie fur diesen Zugang in diesem beispielhaften Plan vertiefend integriert.



Unterrichtsvorhaben LK-8: Abstandsprobleme bei geradlinig bewegten Objekten (LK-G4)
(Zeitbedarf: ca. 6 Ustd.)

Inhaltsfeld: Analytische Geometrie und Lineare Algebra (G)

Inhaltliche Schwerpunkte:
e Lagebeziehungen und Abstiande: Punkte, Geraden, Ebenen (alle Kombinationen)

Kompetenzerwartungen: Die Schilerinnen und Schiiler

(10) bestimmen Abstdande zwischen Punkten, Geraden und Ebenen,

(12) untersuchen geometrische Objekte oder Situationen in innermathematischen und anwendungs-
bezogenen Problemstellungen und deuten die Ergebnisse.

Prozessbezogene Kompetenzen: Die Schiilerinnen und Schiiler

Ope-(9) verwenden grundlegende Eigenschaften mathematischer Objekte zur Bearbeitung von Prob-
lemstellungen,

Mod-(2) treffen begriindet Annahmen und nehmen Vereinfachungen realer Situationen vor,

Mod-(3) libersetzen zunehmend komplexe reale Situationen in mathematische Modelle,

Mod-(5) erarbeiten mithilfe mathematischer Kenntnisse und Fertigkeiten Lésungen innerhalb des
mathematischen Modells,

Mod-(6) beziehen erarbeitete Losungen wieder auf die reale Situation und interpretieren diese als
Antwort auf die Fragestellung,

Mod-(8) benennen Grenzen aufgestellter mathematischer Modelle und vergleichen Modelle bzgl. der
Angemessenheit,

Pro-(1) stellen Fragen zu zunehmend komplexen Problemsituationen,

Pro-(9) entwickeln Ideen fir mogliche Losungswege, planen Vorgehensweisen zur Losung eines
Problems und fihren Losungsplane zielgerichtet aus,

Pro-(12) vergleichen und beurteilen verschiedene Lésungswege und optimieren diese mit Blick auf
Schliissigkeit und Effizienz,

Kom-(9) dokumentieren und prasentieren Arbeitsschritte, LOsungswege und Argumentationen voll-
standig und koharent.




Umsetzung:

Die Abstandsbestimmung erweitert sowohl die Beschreibung von Lagebeziehungen als auch die
Schnittmengenproblematik. Bei Ebenen wurden Abstandsbestimmungen bereits im Unterrichtsvorha-
ben LK-7 mit der Hesse-Normalenform behandelt.

Am Beispiel des Vorbeifluges eines Flugzeugs an einem Hindernis unter Einhaltung eines Sicherheitsab-
standes wird entdeckt, wie der Abstand eines Punktes von einer Geraden u. a. lUber die Bestimmung
eines LotfuBpunktes ermittelt werden kann. Hierbei werden unterschiedliche Losungswege zugelassen
und verglichen, insbesondere ein Losungsweg mit den Mitteln der Analysis. Die Mittel der Analysis las-
sen sich auch nutzen, um im Anschluss den minimalen Abstand zweier Flugobjekte mithilfe eines MMS
zu bestimmen.

Im Unterschied dazu knipft die Abstandsberechnung von Flugbahnen an die Untersuchung von Lage-
beziehungen von Geraden aus dem Unterrichtsvorhaben E-G2 an. lhre Berechnung kann fiir den Ver-
gleich unterschiedlicher Losungsvarianten - insbesondere unter Einschluss von Hilfsebenen - genutzt
werden. Dabei wird unterschieden, ob die LotfuRpunkte der kirzesten Verbindungsstrecke mitberech-
net werden oder nicht.

Vernetzung:

- Das Unterrichtsvorhaben kniipft sehr eng an das Unterrichtsvorhaben E-G2 an. Insbesondere ist
eine integrierende Wiederholung der Lagebeziehungen von Geraden und ihrer Bestimmung vor-
zusehen. Eine Vernetzung mit Verfahren der Analysis zur Abstandsminimierung (vgl. LK-2) bietet
sich durchgehend an und sollte unter der Maxime einer moglichst groflen Lésungsvielfalt und als
Chance zur Binnendifferenzierung nicht fehlen.




Unterrichtsvorhaben LK-9: Untersuchungen an geometrischen Kérpern unter Einschluss ihrer
Schatten- und Spiegelbilder (LK-G5)

(Zeitbedarf: ca. 10 Ustd.)
Inhaltsfelder: Analytische Geometrie und Lineare Algebra (G)

Inhaltliche Schwerpunkte:
e Ebenen: Parameterform, Koordinatenform, Normalenform
e Schnittwinkel: Geraden, Geraden und Ebenen, Ebenen
e Schnittpunkte: Geraden und Ebenen
e Lagebeziehungen und Abstdnde: Punkte, Geraden, Ebenen (alle Kombinationen)

Kompetenzerwartungen: Die Schilerinnen und Schiler
(1) stellen Ebenen, Parallelogramme und Dreiecke in Parameterform dar,

(3) stellen Ebenen in Normalenform sowie in Koordinatenform dar und nutzen diese zur Orientie-

rung im Raum,
(5) berechnen Schnittpunkte von Geraden mit Ebenen,
(9) berechnen die GroRe des Schnittwinkels zwischen zwei sich schneidenden Objekten,
(10) bestimmen Abstdande zwischen Punkten, Geraden und Ebenen,
(11) fiihren Spiegelungen an Ebenen durch,

(12) untersuchen geometrische Objekte oder Situationen in innermathematischen und anwendungs-

bezogenen Problemstellungen und deuten die Ergebnisse.

Prozessbezogene Kompetenzen: Die Schiilerinnen und Schiiler

Ope-(11) nutzen Mathematikwerkzeuge zum Darstellen, Berechnen, Kontrollieren und Prasentieren

sowie zum Erkunden,

Ope-(12) verwenden im Unterricht ein modulares Mathematik-System (MMS) zum...
— Losen von Gleichungen und Gleichungssystemen auch abhangig von Parametern,
— Darstellen von geometrischen Situationen im Raum,

Mod-(4) ordnen einem mathematischen Modell passende reale Situationen zu,

Pro-(2) analysieren und strukturieren die Problemsituation,

Pro-(3) wabhlen zur Erfassung einer Situation heuristische Hilfsmittel aus (Skizze, informative Figur,

Tabelle, experimentelle Verfahren),

Pro-(5) nutzen heuristische Strategien und Prinzipien (Analogiebetrachtungen, Schitzen und Uber-
schlagen, systematisches Probieren oder AusschlieBen, Darstellungswechsel, Zerlegen und
Ergdnzen, Symmetrien verwenden, Invarianten finden, Zurlckfihren auf Bekanntes, Zerle-
gen in Teilprobleme, Fallunterscheidungen, Vorwarts- und Riickwartsarbeiten, Spezialisieren

und Verallgemeinern),

Pro-(6) wahlen geeignete Begriffe, Zusammenhange, Verfahren sowie Medien und Werkzeuge zur

Problemldsung aus,
Pro-(8) bericksichtigen einschrankende Bedingungen,

Kom-(9) dokumentieren und prasentieren Arbeitsschritte, Losungswege und Argumentationen voll-

standig und koharent,
Kom-(10) konzipieren, erstellen und prasentieren analoge und digitale Lernprodukte.




Umsetzung:

Geometrische Korper, wie u.a. Tetraeder, Pyramiden, Wiirfel, Prismen und Oktaeder, bieten vielfdltige Anldsse
fur offen angelegte geometrische Untersuchungen und kénnen auf reale Objekte bezogen oder auch zur Gestal-
tung von virtuellen Landschaften benutzt werden. Schattenwirfe geometrischer Korper in Parallelprojektion
(Sonnenlicht) oder Zentralprojektion (Lichtquelle) auf eine Ebene, insbesondere eine Grundebene, werden be-
rechnet. Der Einsatz eines MMS bietet hier zusatzliche Moglichkeiten der Variation und der Visualisierung.

Durch Symmetriebetrachtungen (z.B. beim Ubergang zur Doppelpyramide / zum Oktaeder) wird die Frage nach
einer systematischen Untersuchung von Spiegelungen an Ebenen evoziert. Dabei wird das Verfahren der LotfuRR-
punktbestimmung mit Hilfe eines Normalenvektors (LK-7) wiederaufgegriffen, wobei in der Spiegelungsebene die
Schattenbilder erneut auftreten.

Abstandsbestimmungen von Punkten zu Geraden (LK-8) und zu Ebenen (LK-7) ermdglichen es, die Flache eines
Dreiecks oder die Hohe und das Volumen einer Pyramide zu bestimmen.

Im Rahmen der Untersuchung geometrischer Kérper werden Winkel zwischen den Kanten und Flachen eines Kor-
pers bestimmt. Speziell die Boschungswinkel an einer Pyramide motivieren die Frage nach dem Schnittwinkel
zwischen zwei Ebenen. Die Parameterform von Ebenen hat ihren Einsatz vor allem da, wo es um die Frage geht,
ob ein DurchstoBpunkt einer Geraden (z.B. ein LotfuBpunkt, Schattenpunkt) eine bestimmte Flache trifft oder
auBerhalb dieser liegt.

In diesem Unterrichtsvorhaben wird im Sinne einer wissenschaftspropadeutischen Grundbildung besonderer
Wert auf eigenstandige Lernprozesse bei der Aneignung eines begrenzten Stoffgebietes sowie bei der Dokumen-
tation von Lésungswegen gelegt.

Vernetzung:
- Inhaltlich nimmt die Parallelprojektion die Behandlung von Schragbildern aus dem UV E-G1 wieder auf.
- Beim Berechnen von Flachen und Volumina werden, wo maoglich, auch elementargeometrische Losungs-
wege als Alternative aufgezeigt. Vertiefend ist hier auch der Einsatz des Vektorproduktes (vgl. LK-6) moglich.

Vertiefung:

- Virtuelle Landschaften mit Lichteffekten kénnen im Rahmen einer begrenzten Projektarbeit/Facharbeit mit
rdumlicher Geometriesoftware gestaltet werden. In einem Kaleidoskop konnen Spiegelungen verkettet
werden und so auch Drehsymmetrien erzeugt werden.

- Ein MMS bietet die Moglichkeit, vertiefend das Spatprodukt bzw. die Determinante als KontrollgroRe fur
Volumina kennenzulernen, ohne die dahinterliegenden algebraischen Strukturen offenzulegen. Auch liber
die lineare Abhangigkeit dreier Vektoren und speziell Gber den Abstand zwischen zwei windschiefen Gera-
den kdnnen damit Aussagen gemacht werden, die ein tiefergehendes geometrisches Verstandnis unterstit-
zen.

Beitrag zum Medienkompetenzrahmen NRW (MKR):

e MKR 1.2 (Digitale Werkzeuge): Korper, Schattenwiirfe und Spiegelbilder werden mit dem MMS bzw. einer
dynamischen Geometriesoftware raumlich dargestellt und Gberprift (Ope-11, Ope-12).

e MKR 4.1 (Medienproduktion und Prasentation): Die Lernenden dokumentieren eine Problemlésung als digi-
tales Lernprodukt und prasentieren es (Kom-10).

e MKR4.3 (Quellendokumentation): Fremde Materialien und Abbildungen werden mit Quellenangabe verwen-
det (Kom-10).

Europabezug:

e Als Untersuchungsobjekte eignen sich auch europaische Bauwerke (z.B. das Atomium in Briissel oder die
Glaspyramide des Louvre).




Unterrichtsvorhaben LK-10: Strategieentwicklung bei geometrischen Problemsituationen (LK-G6)
(Zeitbedarf: ca. 6 Ustd.)

Inhaltsfelder: Analytische Geometrie und Lineare Algebra (G)

Inhaltliche Schwerpunkte:
e Verknlpfung aller Bereiche

Kompetenzerwartungen:
Integrierende Wiederholung aller Kompetenzen des Inhaltsfeldes

Prozessbezogene Kompetenzen: Die Schiilerinnen und Schiiler

Ope-(11) nutzen Mathematikwerkzeuge zum Darstellen, Berechnen, Kontrollieren und Prasentieren
sowie zum Erkunden,

Ope-(14) reflektieren die Moglichkeiten und Grenzen digitaler Mathematikwerkzeuge,

Pro-(3) wahlen zur Erfassung einer Situation heuristische Hilfsmittel aus (Skizze, informative Figur,
Tabelle, experimentelle Verfahren),

Pro-(5) nutzen heuristische Strategien und Prinzipien (Analogiebetrachtungen, Schiatzen und Uber-
schlagen, systematisches Probieren oder AusschlieRen, Darstellungswechsel, Zerlegen und
Ergdnzen, Symmetrien verwenden, Invarianten finden, Zurlckfihren auf Bekanntes, Zerle-
gen in Teilprobleme, Fallunterscheidungen, Vorwarts- und Riickwartsarbeiten, Spezialisieren
und Verallgemeinern),

Pro-(9) entwickeln Ideen fir mogliche Losungswege, planen Vorgehensweisen zur Losung eines
Problems und fihren Losungsplane zielgerichtet aus,

Pro-(13) benennen zugrundeliegende heuristische Strategien und Prinzipien und tbertragen diese
begriindet auf andere Problemstellungen,

Arg-(6) entwickeln tragfahige Argumentationsketten durch die Verkniipfung von einzelnen Argu-
menten,

Kom-(11)greifen Beitrage auf und entwickeln sie weiter.




Umsetzung:

Angesichts des begrenzten Zeitrahmens ist es wichtig, den Fokus der Unterrichtstatigkeit nicht auf die
Vollstandigkeit einer ,Rezeptsammlung” und deren hieb- und stichfeste Einlibung zu allen denkbaren
Varianten zu legen, sondern bei den Schilerinnen und Schiilern prozessbezogene Kompetenzen zu ent-
wickeln, die sie in die Lage versetzen, problemhaltige Aufgaben zu bearbeiten und dabei auch neue
Anregungen zu verwerten.

In diesem Unterrichtsvorhaben werden Problemlésungen mit prozessbezogenen Zielen verbunden:
1) eine planerische Skizze anzufertigen und die gegebenen geometrischen Objekte abstrakt zu beschrei-
ben, 2) geometrische Hilfsobjekte einzufiihren, 3) an geometrischen Situationen Fallunterscheidungen
vorzunehmen, 4) bekannte Verfahren zielgerichtet einzusetzen und in komplexeren Abldufen zu kom-
binieren, 5) unterschiedliche Lésungswege kriteriengestitzt zu vergleichen.

Bei der Durchfiihrung der Losungswege kdnnen die Schiilerinnen und Schiiler auf das entlastende
Werkzeug MMS zurlickgreifen und dessen Grenzen ausloten. Bei aufwendigeren Problemen soll dieser
Teil der Losung bewusst ausgeklammert werden.

Die erworbenen Kompetenzen im Problemldsen sollen auch in Aufgaben zum Einsatz kommen, die ei-
nen Kontextbezug enthalten, so dass dieses Unterrichtsvorhaben auch unmittelbar auf das Abitur vor-
bereitet.

Die Strategieentwicklung erfolgt vorrangig an ausgewahlten Abituraufgaben zur Analytischen Geomet-
rie und Linearen Algebra, die zum Abschluss des Geometrieblocks in der Q1 bearbeitet werden. In der
Abiturvorbereitung der Q2 werden diese Strategien an weiteren Abituraufgaben aufgegriffen.

Vertiefung:
- Bei Beweisaufgaben, in denen die prozessbezogenen Kompetenzen des Argumentierens und
Problemldsens zusammengefiihrt werden missen, sollen die Schilerinnen und Schiiler auch For-
malisierungen in Vektorschreibweise rezipieren und z.T. selbst vornehmen.

Beitrag zum Medienkompetenzrahmen NRW (MKR):

o MKR 5.4 (Selbstregulierte Mediennutzung): An Abituraufgaben entscheiden die Lernenden, welche
Teile sie mit dem MMS und welche bewusst ohne MMS bearbeiten, und reflektieren Moglichkeiten
und Grenzen des Werkzeugs (Ope-14).




Unterrichtsvorhaben LK-11: Zusammengesetzte Funktionen und Ableitungsregeln (LK-A7)

(Zeitbedarf: ca. 14 Ustd.)

Inhaltsfeld: Funktionen und Analysis (A)

Inhaltliche Schwerpunkte:

Funktionen: ganzrationale Funktionen, Sinusfunktionen der Form f(x) =a-sin(b-x+c¢) +d
sowie entsprechende Kosinusfunktionen

Eigenschaften von Funktionen: Verlauf des Graphen, Definitionsbereich, Wertebereich, Nullstellen,
Symmetrie, Verhalten fir x — oo

Fortflihrung der Differentialrechnung: Produktregel, Kettenregel, Funktionsscharen, Extremwert-
probleme, Rekonstruktion von Funktionstermen (,,Steckbriefaufgaben”)

Kompetenzerwartungen: Die Schiilerinnen und Schiiler

(3)

(5)

(6)

(8)
(9)

nutzen die Eigenschaften von ganzrationalen Funktionen, Exponentialfunktionen, Sinusfunktio-
nen, Kosinusfunktionen, der natirlichen Logarithmusfunktion und von Potenzfunktionen mit
rationalem Exponenten sowie der Transformationen dieser Funktionen zur Beantwortung von
Fragestellungen,

interpretieren Parameter von Funktionen im Kontext der Fragestellung und untersuchen ihren
Einfluss auf Eigenschaften von Funktionsscharen,

bilden ohne Hilfsmittel die Ableitungen von ganzrationalen Funktionen, Exponentialfunktionen,
Sinus- und Kosinusfunktionen, der natirlichen Logarithmusfunktion sowie von Potenzfunktionen
mit rationalem Exponenten und wenden die Produkt- und Kettenregel an,

deuten die Ableitung mithilfe der Approximation durch lineare Funktionen,

nutzen zusammengesetzte Funktionen (Summe, Produkt, Verkettung) zur Beschreibung quanti-
fizierbarer Zusammenhange.

Prozessbezogene Kompetenzen: Die Schiilerinnen und Schiiler

Ope-(4) verwenden Basiswissen, mathematische Regeln und Gesetze sowie Algorithmen bei der Ar-

beit mit mathematischen Objekten,

Ope-(11) nutzen Mathematikwerkzeuge zum Darstellen, Berechnen, Kontrollieren und Prasentieren

sowie zum Erkunden,

Pro-(4) erkennen Muster und Beziehungen und generieren daraus Vermutungen,
Arg-(3) prazisieren Vermutungen mithilfe von Fachbegriffen und unter Beriicksichtigung der logi-

schen Struktur,

Arg-(6) entwickeln tragfahige Argumentationsketten durch die Verknipfung von einzelnen Argu-

menten,

Arg-(9) erkldren vorgegebene Argumentationsketten und mathematische Beweise,

Arg-(10) beurteilen, ob vorliegende Argumentationsketten vollstandig und fehlerfrei sind,
Arg-(11) ergdnzen lickenhafte und korrigieren fehlerhafte Argumentationsketten,

Kom-(6) verwenden die Fachsprache und fachspezifische Notation in angemessenem Umfang.




Umsetzung:

In diesem Unterrichtsvorhaben werden die noch fehlenden Ableitungsregeln (Produkt- und Kettenre-
gel) hergeleitet. Die Vorstellung des Ableitens als lokale lineare Approximation wird dabei mithilfe eines
MMS aufgegriffen. Die Ableitungsregeln kdnnen zunachst als Vermutungen fiir die Ableitungen von
Produkten von ganzrationalen Funktionen bzw. fiir einfache Verkettungen (z.B. Potenz einer ganzrati-
onalen Funktion) aufgestellt und durch Ausmultiplizieren und Anwenden der bereits bekannten Ablei-
tungsregeln tberpriift werden. Mindestens eine der neuen Ableitungsregeln soll bewiesen werden. An
dieser Stelle sind Differenzierungen z.B. durch Einsatz eines Beweispuzzles oder Beurteilungen von vor-
gelegten Argumentationsketten moglich.

Die aus der Sekundarstufe | (Klasse 10) und der Einfliihrungsphase bekannten Sinus- und Kosinusfunk-
tionen werden wiederholt; ihre Ableitungen werden graphisch tGber den Verlauf der Steigung erschlos-
sen und mithilfe eines MMS bestatigt. Mithilfe der neu gewonnenen Ableitungsregeln werden schliel3-
lich zusammengesetzte Funktionen (aus ganzrationalen Funktionen, Wurzelfunktionen sowie Sinus-
und Kosinusfunktionen) untersucht und in unterschiedlichen innermathematischen und anwendungs-
bezogenen Aufgaben eingesetzt. Dabei werden auch Funktionsscharen betrachtet. Vorgelegte Stamm-
funktionen werden nachgewiesen und verwendet. Neben rechnerischen Zugangen werden auRerdem
Eigenschaften von Funktionen als Argumente zur Losung von Aufgaben verwendet.

Dabei werden auch periodische Situationen (z.B. Sonnenscheindauer im Jahresverlauf) mit Sinus- und
Kosinusfunktionen wiederholend modelliert; die Parameter werden mit und ohne MMS bestimmt.

Hinweis:
- Die lineare Approximation stellt eine Moglichkeit dar, die Beweise der Ableitungsregeln fachlich
korrekt und einsichtig zu notieren.

Beitrag zum Medienkompetenzrahmen NRW (MKR):

e MKR 1.2 (Digitale Werkzeuge): Vermutungen zu Produkt- und Kettenregel und zu den Ableitungen
von Sinus und Kosinus werden mit dem MMS Uberprift; die lokale lineare Approximation wird
durch Zoomen veranschaulicht (Ope-11).




Unterrichtsvorhaben LK-12: Von Wachstumsprozessen zur natiirlichen Exponentialfunktion (LK-A5)
(Zeitbedarf: ca. 15 Ustd.)

Inhaltsfeld: Funktionen und Analysis (A)

Inhaltliche Schwerpunkte:

e Funktionen: ganzrationale Funktionen, Exponentialfunktionen, Sinusfunktionen der Form
f(x) =a-sin(b-x + c) + d sowie entsprechende Kosinusfunktionen

e Eigenschaften von Funktionen: Verlauf des Graphen, Definitionsbereich, Wertebereich, Nullstellen,
Symmetrie, Verhalten fir x — oo

Kompetenzerwartungen: Die Schilerinnen und Schiiler

(3) nutzen die Eigenschaften von ganzrationalen Funktionen, Exponentialfunktionen, Sinusfunktio-
nen, Kosinusfunktionen, der natiirlichen Logarithmusfunktion und von Potenzfunktionen mit
rationalem Exponenten sowie der Transformationen dieser Funktionen zur Beantwortung von
Fragestellungen,

(5) interpretieren Parameter von Funktionen im Kontext der Fragestellung und untersuchen ihren
Einfluss auf Eigenschaften von Funktionsscharen,

(10) beschreiben die Eigenschaften von Exponentialfunktionen der Form a* und erl3utern die Be-
sonderheit der natirlichen Exponentialfunktion (f' = f),

(11) verwenden Exponentialfunktionen zur Beschreibung von begrenzten und unbegrenzten Wachs-
tums- und Zerfallsvorgangen und beurteilen die Qualitdt der Modellierung.

Prozessbezogene Kompetenzen: Die Schiilerinnen und Schiiler

Ope-(10) recherchieren Informationen und Daten aus Medienangeboten (Printmedien, Internet und
Formelsammlungen) und reflektieren diese kritisch,

Ope-(11) nutzen Mathematikwerkzeuge zum Darstellen, Berechnen, Kontrollieren und Prasentieren
sowie zum Erkunden,

Ope-(12) verwenden im Unterricht ein modulares Mathematiksystem (MMS) zum ...

— zielgerichteten Variieren von Parametern von Funktionen,

— Erstellen von Graphen und Wertetabellen von Funktionen,

— Ermitteln eines Funktionsterms der Ableitung einer Funktion auch abhangig von Parame-
tern,

Mod-(3) libersetzen zunehmend komplexe reale Situationen in mathematische Modelle,

Mod-(8) benennen Grenzen aufgestellter mathematischer Modelle und vergleichen Modelle bzgl. der
Angemessenheit,

Mod-(9) verbessern aufgestellte Modelle mit Blick auf die Fragestellung,

Pro-(4) erkennen Muster und Beziehungen und generieren daraus Vermutungen,

Arg-(1) stellen Fragen, die fur die Mathematik charakteristisch sind, und stellen begriindete Vermu-
tungen lber die Existenz und Art von Zusammenhangen auf,

Kom-(1) erfassen, strukturieren und formalisieren Informationen aus zunehmend komplexen mathe-
matikhaltigen analogen und digitalen Quellen sowie aus mathematischen Fachtexten und
Unterrichtsbeitragen,

Kom-(14)vergleichen und beurteilen mathematikhaltige Informationen und Darstellungen in Alltags-
medien unter mathematischen Gesichtspunkten.




Umsetzung:
In anwendungsbezogenen Kontexten (Wachstum und Zerfall) soll an die in der Sekundarstufe | erwor-

benen Kompetenzen zu allgemeinen Exponentialfunktionen der Form x — a-q* angekniipft werden.

Dabei unterstiitzt ein MMS die Kldarung der Bedeutung der Parameter a und q der allgemeinen Expo-
nentialfunktion sowie die Beschreibung der Veranderungen durch Transformationen. Die Frage nach
der Ableitung an einer Stelle fiihrt zu einer vertiefenden Betrachtung des Ubergangs von der durch-
schnittlichen zur momentanen Anderungsrate. Mit einem MMS kann das Verhalten des Differenzen-
guotienten flirimmer kleinere h betrachtet werden. Durch Variation der Stelle der Ableitung entdecken
die Lernenden die Proportionalitit der Anderungsrate zum Bestand (Differentialgleichung).

AnschlieBend wird die Basis variiert. Dabei ergibt sich fiir die Eulersche Zahl als Basis der Proportiona-
litdtsfaktor eins bzw. die Ubereinstimmung von Funktion und Ableitungsfunktion. Mithilfe des natiirli-

chen Logarithmus kénnen nun allgemeine Exponentialfunktionen in der Form x — a-en@x geschrie-

ben und als Transformation (Streckung) der natirlichen Exponentialfunktion identifiziert werden.

Als Anwendung werden Wachstumsprozesse auch mit natlrlichen Exponentialfunktionen beschrieben.
Weiterfliihrend werden auch begrenzte Wachstumsprozesse und Wachstumsprozesse mit Parametern
(Funktionsscharen) betrachtet.

Der Vergleich unterschiedlicher Modellierungen (linear, quadratisch, exponentiell und begrenzt) fihrt
zu einer kritischen Auseinandersetzung mit der Modellbildung. Die zugrundeliegenden Annahmen und
die Grenzen der Modelle sind der Ausgangspunkt, um Verbesserungen der Modellierung zum Beispiel
durch abschnittsweise Kombination verschiedener Wachstumsmodelle herbeizufiihren.

Hinweis:
e Das Unterrichtsvorhaben beginnt am Ende der Q1 (bis zur Einfiihrung der Euler’schen Zahl) und
wird nach den Sommerferien zu Beginn der Q2 abgeschlossen; die Vertiefung erfolgt in LK-13.

Materialhinweis:
- Material ,Meeresspiegelanstieg Il — Modellierung mit Exponentialfunktionen” im Lehrplannaviga-
tor (https://www.schulentwicklung.nrw.de/lehrplaene/lehrplannavigator-s-ii/gymnasiale-ober-

stufe-neue-klp/mathematik/hinweise-und-materialien/index.html)

Beitrag zum Medienkompetenzrahmen NRW (MKR):

e MKR 2.1 (Informationsrecherche): Die Lernenden recherchieren reale Wachstumsdaten (z.B. Mee-
resspiegel, Bevolkerung) und reflektieren die Herkunft der Daten (Ope-10).

e MKR 2.3 (Informationsbewertung): Darstellungen von Wachstumsprozessen in Alltagsmedien wer-
den unter mathematischen Gesichtspunkten beurteilt (Kom-14).

e MKR 1.2 (Digitale Werkzeuge): Wachstumsmodelle werden mit dem MMS an Daten angepasst und
verglichen (Ope-12).

Europabezug:
e Wachstumsprozesse werden auch an europdischen Daten untersucht (z.B. Bevolkerungs- oder
Energiedaten von Eurostat).

Summe Leistungskurs Q1: 200 Unterrichtsstunden

VereinbarungsgemaR in Unterrichtsvorhaben verplant: 152 Unterrichtsstunden



https://www.schulentwicklung.nrw.de/lehrplaene/lehrplannavigator-s-ii/gymnasiale-oberstufe-neue-klp/mathematik/hinweise-und-materialien/index.html
https://www.schulentwicklung.nrw.de/lehrplaene/lehrplannavigator-s-ii/gymnasiale-oberstufe-neue-klp/mathematik/hinweise-und-materialien/index.html

Qualifikationsphase

Leistungskurs Q2

Unterrichtsvorhaben LK-13: Modellieren mit zusammengesetzten Funktionen (LK-A8)

(Zeitbedarf: ca. 20 Ustd.)

Inhaltsfeld: Funktionen und Analysis (A)

Inhaltliche Schwerpunkte:

Funktionen: ganzrationale Funktionen, Exponentialfunktionen, Sinusfunktionen der Form
f(x) =a-sin(b-x + c) +d sowie entsprechende Kosinusfunktionen

Eigenschaften von Funktionen: Verlauf des Graphen, Definitionsbereich, Wertebereich, Nullstellen,
Symmetrie, Verhalten fir x — oo

Fortfiihrung der Differentialrechnung: Produktregel, Kettenregel, Funktionsscharen, Extremwert-
probleme, Rekonstruktion von Funktionstermen (,,Steckbriefaufgaben”)

Integralrechnung: Produktsumme, orientierte Flache, Bestandsfunktion, Integralfunktion, Stamm-
funktion, bestimmtes Integral, Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung

Kompetenzerwartungen: Die Schiilerinnen und Schiiler

(3)

(6)

(7)

(9)

(22)

(23)

nutzen die Eigenschaften von ganzrationalen Funktionen, Exponentialfunktionen, Sinusfunktio-
nen, Kosinusfunktionen, der natirlichen Logarithmusfunktion und von Potenzfunktionen mit
rationalem Exponenten sowie der Transformationen dieser Funktionen zur Beantwortung von
Fragestellungen,

bilden ohne Hilfsmittel die Ableitungen von ganzrationalen Funktionen, Exponentialfunktionen,
Sinus- und Kosinusfunktionen, der natirlichen Logarithmusfunktion sowie von Potenzfunktionen
mit rationalem Exponenten und wenden die Produkt- und Kettenregel an,

untersuchen Funktionen auch in Abhdngigkeit von Parametern mithilfe von vorgegebenen und
mit dem MMS ermittelten Ableitungen und unbestimmten Integralen (,Stammfunktionen”) im
Kontext der Fragestellung,

nutzen zusammengesetzte Funktionen (Summe, Produkt, Verkettung) zur Beschreibung quanti-
fizierbarer Zusammenhange,

ermitteln Flacheninhalte mithilfe von bestimmten Integralen und uneigentlichen Integralen so-
wie Volumina von Kérpern, die durch die Rotation um die Abszisse entstehen,

I6sen innermathematische und anwendungsbezogene Problemstellungen mithilfe von ganzrati-
onalen Funktionen, Exponentialfunktionen und daraus zusammengesetzten Funktionen sowie
mithilfe von Sinus- und Kosinusfunktionen.

Prozessbezogene Kompetenzen: Die Schiilerinnen und Schiiler

Ope-(12) verwenden im Unterricht ein modulares Mathematiksystem (MMS) zum ...

— Lbsen von Gleichungen und Gleichungssystemen auch abhangig von Parametern,

— zielgerichteten Variieren von Parametern von Funktionen,

— Erstellen von Graphen und Wertetabellen von Funktionen,

— Ermitteln eines Funktionsterms der Ableitung einer Funktion auch abhangig von Parame-
tern,

— Ermitteln bestimmter und unbestimmter Integrale auch abhangig von Parametern,

Ope-(14) reflektieren die Moglichkeiten und Grenzen digitaler Mathematikwerkzeuge,
Mod-(3) lbersetzen zunehmend komplexe reale Situationen in mathematische Modelle,
Mod-(5) erarbeiten mithilfe mathematischer Kenntnisse und Fertigkeiten Lésungen innerhalb des

mathematischen Modells,




Mod-(6) beziehen erarbeitete Losungen wieder auf die reale Situation und interpretieren diese als
Antwort auf die Fragestellung,

Mod-(8) benennen Grenzen aufgestellter mathematischer Modelle und vergleichen Modelle bzgl. der
Angemessenheit,

Pro-(6) wahlen geeignete Begriffe, Zusammenhénge, Verfahren sowie Medien und Werkzeuge zur
Problemldsung aus,

Pro-(9) entwickeln Ideen fir mogliche Losungswege, planen Vorgehensweisen zur Losung eines
Problems und filhren Losungsplane zielgerichtet aus,

Kom-(9) dokumentieren und prasentieren Arbeitsschritte, Losungswege und Argumentationen voll-
standig und koharent,

Kom-(10) konzipieren, erstellen und prasentieren analoge und digitale Lernprodukte.

Umsetzung:

Im letzten Unterrichtsvorhaben zur Analysis vor der Stochastik werden die Erkenntnisse aus den voran-
gegangenen Unterrichtsvorhaben gebiindelt und an komplexeren Situationen sowohl bei innermathe-
matischen Problemstellungen als auch bei Aufgaben mit Anwendungsbezug gelibt und vertieft.

Anhand der Volumina von Kérpern (einfache geometrische Grundkérper, GefaRe, Zeppelin, ...), die sich
durch Rotation eines Graphen um die x-Achse beschreiben lassen, werden verschiedene Aspekte der
Differential- und Integralrechnung vernetzt und vertieft:

e Aufstellen der Randfunktion mit Definitionsbereich (Vernetzung mit Steckbriefaufgaben)

e Integralvorstellung (Kreisscheiben, Grenzwertprozess)

e Nachweis / Bildung von Stammfunktionen

e Berechnung von bestimmten Integralen

AnschlieBend werden Prozesse, bei denen das Wachstum erst zu- und dann wieder abnimmt (Medika-
mentenkonzentration, Fieber, Pflanzenwuchs...), in den Blick genommen und mithilfe von Produkten
und Verkettungen von Funktionen modelliert. Dabei ergeben sich Fragen, bei denen aus der Wachs-
tumsgeschwindigkeit auf den Gesamtbestand bzw. -effekt geschlossen wird. In geeigneten Kontexten
werden uneigentliche Integrale als Grenzwert der jeweils zugehorigen Integralfunktion eingefiihrt und
bestimmt.

In diesem Unterrichtsvorhaben werden auch periodische Prozesse (z.B. Sonnenscheindauer, akustische
Signale) betrachtet, bei denen Sinus- und Kosinusfunktionen mit anderen Funktionen verknipft wer-
den. Integrale von zusammengesetzten Funktionen, Exponentialfunktionen und Sinusfunktionen wer-
den in diesem Unterrichtsvorhaben mit einem MMS oder mithilfe vorgegebener Stammfunktionen be-
rechnet.

Vertiefung:
- Bei der Betrachtung von Rotationskorpern bieten Hohlkérper und der Torus (z.B. Fahrradschlauch) einen
erhéhten Schwierigkeitsgrad.

Vernetzung:
- Kenntnisse liber uneigentliche Integrale ermoglichen ein vertieftes Verstandnis der Normalverteilung und
ihrer Verteilungsfunktion.

Beitrag zum Medienkompetenzrahmen NRW (MKR):

e MKR 4.1 (Medienproduktion und Prasentation): In arbeitsteiliger Gruppenarbeit zu Anwendungsaufgaben
(z.B. Wirkstoffkonzentration, Wassertank) entstehen digitale Prasentationen, die im Kurs vorgestellt werden
(Kom-10).

e MKR 4.2 (Gestaltungsmittel): Die Prasentationen werden hinsichtlich Darstellung und Aussagekraft beurteilt
(Kom-10).

e MKR 5.4 (Selbstregulierte Mediennutzung): Die Lernenden reflektieren, wo das MMS bei uneigentlichen In-
tegralen und Funktionsuntersuchungen an Grenzen stoRt (Ope-14).




Unterrichtsvorhaben LK-14: Modellierung wiederholter Trefferexperimente mit der Binomialvertei-

lung — Berechnung, Umkehrung und Beurteilung von Wahrscheinlichkeiten in Sachkontexten (LK-S1)
(Zeitbedarf: ca. 14 Ustd.)

Inhaltsfeld: Stochastik (S)

Inhaltliche Schwerpunkte:

Mehrstufige Zufallsexperimente: Urnenmodelle, Baumdiagramme, Pfadregeln
Binomialverteilung: Binomialkoeffizient, Kenngrolien, Histogramme, o-Regeln

Kompetenzerwartungen: Die Schilerinnen und Schiler

(4)

(6)

(7)

(12)

(13)

(14)

verwenden Urnenmodelle (Ziehen mit und ohne Zurlicklegen) zur Beschreibung von Zufallspro-
zessen und zur Berechnung von Wahrscheinlichkeiten,

erklaren die kombinatorische Bedeutung des Binomialkoeffizienten und berechnen diesen in ein-
fachen Fallen auch ohne Hilfsmittel,

beschreiben mehrstufige Zufallsexperimente mit Hilfe von Baumdiagrammen und Vierfelderta-
feln und berechnen damit Wahrscheinlichkeiten,

begriinden, dass bestimmte Zufallsexperimente durch binomialverteilte ZufallsgréRen beschrie-
ben werden kdnnen,

erklaren die Binomialverteilung und beschreiben den Einfluss der Parameter n und p auf die Bi-
nomialverteilung, ihre KenngroRen und die graphische Darstellung,

nutzen die Binomialverteilung und ihre KenngrolRen zur Beschreibung von Zufallsexperimenten
und zur Lésung von Problemstellungen.

Prozessbezogene Kompetenzen: Die Schiilerinnen und Schiiler

Ope-(1) wenden grundlegende Kopfrechenfertigkeiten sicher an,
Ope-(2) Ubersetzen symbolische und formale Sprache in natirliche Sprache und umgekehrt,
Ope-(11) nutzen Mathematikwerkzeuge zum Darstellen, Berechnen, Kontrollieren und Prasentieren

sowie zum Erkunden,

Ope-(12) verwenden im Unterricht ein modulares Mathematiksystem (MMS) zum ...

- Variieren der Parameter von Wahrscheinlichkeitsverteilungen,
- Berechnen von Wahrscheinlichkeiten bei binomialverteilten ZufallsgréRen,

Mod-(3) Ubersetzen zunehmend komplexe reale Situationen in mathematische Modelle,
Mod-(4) ordnen einem mathematischen Modell passende reale Situationen zu,
Mod-(5) erarbeiten mithilfe mathematischer Kenntnisse und Fertigkeiten Losungen innerhalb des

mathematischen Modells,

Mod-(6) beziehen erarbeitete Losungen wieder auf die reale Situation und interpretieren diese als

Antwort auf die Fragestellung,

Mod-(7) reflektieren die Abhangigkeit der Losungen von den getroffenen Annahmen,
Mod-(8) benennen Grenzen aufgestellter mathematischer Modelle und vergleichen Modelle bzgl.

der Angemessenheit,

Pro-(4) erkennen Muster und Beziehungen und generieren daraus Vermutungen,
Pro-(6) wahlen geeignete Begriffe, Zusammenhange, Verfahren sowie Medien und Werkzeuge zur

Problemldsung aus,

Pro-(9) entwickeln Ideen flir mogliche Losungswege, planen Vorgehensweisen zur Loésung eines

Problems und flihren Losungsplane zielgerichtet aus,

Pro-(10) Uberprifen die Plausibilitat von Ergebnissen und interpretieren diese vor dem Hintergrund

der Fragestellung,

Arg-(5) begrinden Losungswege und nutzen dabei mathematische Regeln und Satze sowie sachlo-

gische Argumente,




Kom-(6) verwenden die Fachsprache und fachspezifische Notation in angemessenem Umfang.

Umsetzung:

Urnenmodelle werden zunachst verwendet, um grundlegende Zahlprinzipien wie das Ziehen mit/ohne
Zuruicklegen mit/ohne Berlicksichtigung der Reihenfolge zu thematisieren, und zur Berechnung von
Wabhrscheinlichkeiten genutzt. Durch die Fokussierung auf lediglich zwei mogliche Ergebnisse (, Treffer”
oder , Nicht-Treffer”) wird der Begriff des Bernoulli-Experiments eingeflihrt. Durch einen Vergleich mit
dem Ziehen aus einer Urne ohne Zurlicklegen wird geklart, dass die Anwendung des Modells Bernoulli-
Kette jeweils eine bestimmte Realsituation voraussetzt, d.h. dass die Treffer von Stufe zu Stufe unab-
hangig voneinander mit konstanter Wahrscheinlichkeit erfolgen.

Der Schwerpunkt bei der Betrachtung von Binomialverteilungen soll auf der Modellierung stochasti-
scher Situationen liegen. Dabei werden zundchst Bernoulli-Ketten in realen Kontexten oder in Spielsi-
tuationen betrachtet. Das Vorliegen einer Bernoulli-Kette soll dabei explizit begriindet werden und in
einzelnen Fallen einer Modellkritik unterzogen werden. Zur formalen Herleitung der Binomialvertei-
lung und des Binomialkoeffizienten bieten sich das Galtonbrett bzw. seine Simulation sowie die Be-
trachtung von Multiple-Choice-Tests an. Ausgehend von der kombinatorischen Bedeutung wird der Bi-
nomialkoeffizient im Folgenden in einfachen Fallen auch ohne Hilfsmittel berechnet. Zur Visualisierung
von Wahrscheinlichkeitsverteilungen werden Histogramme genutzt; mithilfe eines MMS wird der Ein-
fluss der Parameter n und p auf die Verteilung untersucht.

Die anschlieffende Vertiefung erfolgt in unterschiedlichen Sachkontexten, deren Bearbeitung auf Zei-
tungsartikeln basieren kann. Auch Beispiele der Modellumkehrung werden betrachtet (,,Von der Ver-
teilung zur Realsituation”), indem bei vorgegebener Wahrscheinlichkeit Trefferzahl, Kettenlange oder
Trefferwahrscheinlichkeit bestimmt werden. Die Werte der Binomialverteilung, insbesondere der ku-
mulierten Binomialverteilung, werden in der Regel mithilfe eines MMS berechnet. Hilfsmittelfreie Zu-
gange sind jedoch in Einzelfdllen unter anderem durch Betrachtung von Komplementéarereignissen
moglich.

Vernetzung:

e Das Summenzeichen wird als Schreibweise fiir die Summe aller Wahrscheinlichkeiten einer Vertei-
lung eingefiihrt und in LK-16 bei den KenngréRen wieder aufgegriffen.

e Die Unabhangigkeit der Stufen wird hier inhaltlich begriindet; der Begriff der stochastischen Unab-
hangigkeit wird in LK-15 prazisiert.

e Erwartungswert und Standardabweichung werden in diesem Unterrichtsvorhaben bewusst noch
nicht verwendet; sie werden in LK-16 entwickelt und auf die Binomialverteilung libertragen.

Beitrag zum Medienkompetenzrahmen NRW (MKR):

e MKR 1.2 (Digitale Werkzeuge): Binomialverteilungen werden mit dem MMS als Einzelwert und als
Liste berechnet, grafisch dargestellt und durch Variieren der Parameter untersucht; kumulierte
Wahrscheinlichkeiten werden auch fiir groRes n bestimmt (Ope-11, Ope-12).




Unterrichtsvorhaben LK-15: Abhdngig oder nicht? — Bedingte Wahrscheinlichkeiten und stochastische
Unabhdngigkeit (LK-S2)

(Zeitbedarf: ca. 9 Ustd.)
Inhaltsfeld: Stochastik (S)

Inhaltliche Schwerpunkte:
e Mehrstufige Zufallsexperimente: Urnenmodelle, Baumdiagramme, Vierfeldertafeln, bedingte
Wahrscheinlichkeiten, Pfadregeln

Kompetenzerwartungen: Die Schiilerinnen und Schiler

(5) bestimmen das Gegenereignis A, verkniipfen Ereignisse durch die Operationen A\B, A N B,
A U B und bestimmen die zugehdrigen Wahrscheinlichkeiten,

(7) beschreiben mehrstufige Zufallsexperimente mit Hilfe von Baumdiagrammen und Vierfelderta-
feln und berechnen damit Wahrscheinlichkeiten,

(8) prufen Teilvorgdnge mehrstufiger Zufallsexperimente mithilfe von Vierfeldertafeln und Baumdi-
agrammen auf stochastische Unabhangigkeit,

(9) l6sen Problemstellungen im Kontext bedingter Wahrscheinlichkeiten.

Prozessbezogene Kompetenzen: Die Schiilerinnen und Schiiler

Ope-(2) Ubersetzen symbolische und formale Sprache in natirliche Sprache und umgekehrt,

Ope-(5) fluhren Darstellungswechsel sicher aus,

Mod-(3) Ubersetzen zunehmend komplexe reale Situationen in mathematische Modelle,

Mod-(6) beziehen erarbeitete Losungen wieder auf die reale Situation und interpretieren diese als
Antwort auf die Fragestellung,

Pro-(3) wahlen zur Erfassung einer Situation heuristische Hilfsmittel aus (Skizze, informative Figur,
Tabelle, experimentelle Verfahren),

Arg-(5) begriinden Losungswege und nutzen dabei mathematische Regeln und Satze sowie sachlo-
gische Argumente,

Kom-(1) erfassen, strukturieren und formalisieren Informationen aus zunehmend komplexen mathe-
matikhaltigen analogen und digitalen Quellen sowie aus mathematischen Fachtexten und
Unterrichtsbeitragen,

Kom-(6) verwenden die Fachsprache und fachspezifische Notation in angemessenem Umfang.




Umsetzung:

Das Unterrichtsvorhaben schliellt an LK-14 an; Baumdiagramme, Pfadregeln und das Ziehen mit und
ohne Zuriicklegen werden zu Beginn kurz reaktiviert. Leitend ist die Frage, wann ein Ereignis ein ande-
res beeinflusst. Anhand von Zufallsexperimenten, die Gber Bernoulli-Ketten hinausgehen, werden
mehrstufige Zufallsexperimente untersucht. Zur Beschreibung von Ereignissen werden die Mengen-
schreibweisen eingefiihrt und angewendet; Ereignisse werden verknipft und die zugehoérigen Wahr-
scheinlichkeiten bestimmt.

Vierfeldertafeln und Baumdiagramme werden im Kontext von zwei- und mehrstufigen Zufallsexperi-
menten zur Berechnung bedingter Wahrscheinlichkeiten beim Vertauschen von Merkmal und Bedin-
gung sowie zur Uberpriifung von Teilvorgidngen auf stochastische Unabhingigkeit eingesetzt. Bei der
Erfassung stochastischer Zusammenhange und dem Umgang mit Mengenschreibweisen ist die Unter-
scheidung von Wahrscheinlichkeiten des Typs P(A N B) von bedingten Wahrscheinlichkeiten P,(B) —
auch sprachlich — von besonderer Bedeutung. Die Erarbeitung erfolgt im Rahmen von sinnstiftenden
Kontexten wie Zufallsantworten bei sensitiven Fragen und Diagnosetests fir Krankheiten (z.B. Corona-
Test).

Neben dem Baumdiagramm wird das umgekehrte Baumdiagramm genutzt, um von der Vierfeldertafel
ausgehend Wahrscheinlichkeiten mit vertauschter Bedingung zu bestimmen. Vierfeldertafel und be-
dingte Wahrscheinlichkeiten sind aus der Sekundarstufe | (Klasse 10) bekannt und werden ziigig wie-
derholt; der Schwerpunkt liegt auf dem Vertauschen von Merkmal und Bedingung und auf der stochas-
tischen Unabhangigkeit.

Vernetzung:

e Der Begriff der stochastischen Unabhangigkeit prazisiert die Modellannahme der Bernoulli-Kette
aus LK-14; die Modellkritik aus LK-14 wird damit fachlich gefasst.

e Baumdiagramme und Pfadregeln werden in der Abiturvorbereitung integrierend wiederholt.

Hinweis:

- Bei der Auswahl der Kontexte fiir Modellierungen und Aufgabenstellungen sollten im gesamten
Unterrichtsvorhaben die Moglichkeiten unterschiedlicher Lebensweisen, Identitdten und Orien-
tierungen sensibel beriicksichtigt werden. Das bedeutet insbesondere, dass die Merkmale ,,weib-
lich“ und ,mannlich“ nicht als komplementar betrachtet werden sollten, da es neben den Ge-
schlechtern ,weiblich” und ,,mannlich auch das Geschlecht , divers” sowie die Moglichkeit gibt,
den Geschlechtseintrag im Personenstandsregister offenzulassen. Die Komplementdarmenge von
,weiblich” sollte daher ,nicht weiblich” sein.

Beitrag zum Medienkompetenzrahmen NRW (MKR):
e MKR 2.2 (Informationsauswertung): Informationen zu Testverfahren (z.B. aus Beipackzetteln oder
Medienberichten) werden in Vierfeldertafeln und Baumdiagramme lbertragen (Kom-1).




Unterrichtsvorhaben LK-16: Was ist zu erwarten? — Erwartungswert und Standardabweichung von

Zufallsgréfien und Binomialverteilungen (LK-S3)
(Zeitbedarf: ca. 8 Ustd.)

Inhaltsfeld: Stochastik (S)

Inhaltliche Schwerpunkte:

e KenngrofRen: Erwartungswert, Varianz, Standardabweichung

e Diskrete ZufallsgrofRen: Wahrscheinlichkeitsverteilungen, KenngréfRen

e Binomialverteilung: Binomialkoeffizient, Kenngroflen, Histogramme, o-Regeln

Kompetenzerwartungen: Die Schiilerinnen und Schiler

(2) untersuchen und beurteilen Stichproben mithilfe von Lage- und StreumaRen, und verwenden
das Summenzeichen,

(10) erldutern den Begriff der ZufallsgrofRe an geeigneten Beispielen und bestimmen Wahrscheinlich-
keitsverteilungen diskreter ZufallsgroRen,

(11) bestimmen und deuten den Erwartungswert, die Varianz und die Standardabweichung von dis-
kreten ZufallsgrofRen,

(13) erklaren die Binomialverteilung und beschreiben den Einfluss der Parameter n und p auf die Bi-
nomialverteilung, ihre KenngréBen und die graphische Darstellung,

(14) nutzen die Binomialverteilung und ihre KenngréRen zur Beschreibung von Zufallsexperimenten
und zur Lésung von Problemstellungen.

Prozessbezogene Kompetenzen: Die Schiilerinnen und Schiiler

Ope-(4) verwenden Basiswissen, mathematische Regeln und Gesetze sowie Algorithmen bei der Ar-
beit mit mathematischen Objekten,

Ope-(5) flhren Darstellungswechsel sicher aus,

Ope-(12) verwenden im Unterricht ein modulares Mathematiksystem (MMS) zum ...
- Ermitteln der Kennzahlen statistischer Daten und von Wahrscheinlichkeitsverteilungen,
- Variieren der Parameter von Wahrscheinlichkeitsverteilungen,

Mod-(6) beziehen erarbeitete Losungen wieder auf die reale Situation und interpretieren diese als
Antwort auf die Fragestellung,

Pro-(4) erkennen Muster und Beziehungen und generieren daraus Vermutungen,

Arg-(5) begriinden Losungswege und nutzen dabei mathematische Regeln und Satze sowie sachlo-
gische Argumente,

Kom-(2) beschreiben Beobachtungen, bekannte Losungswege und Verfahren,

Kom-(3) erldutern mathematische Begriffe in innermathematischen und anwendungsbezogenen Zu-
sammenhangen,

Kom-(8) wechseln flexibel zwischen mathematischen Darstellungsformen.




Umsetzung:

Uber eingédngige Beispiele von Stichproben mit gleichem arithmetischem Mittel, aber unterschiedlicher
Streuung, wird die Definition der Standardabweichung als Wurzel der mittleren quadratischen Abwei-
chung motiviert. Dabei wird das Summenzeichen zur Notation von arithmetischem Mittel und quadra-
tischer Abweichung verwendet. Zur Auswertung und graphischen Darstellung wird ein MMS verwen-
det.

An wenigen Gliicksspielen wird der Begriff der ZufallsgréRe Gber Trefferzahlen hinaus verallgemeinert
und ihre Wahrscheinlichkeitsverteilung bestimmt. Analog zu den KenngroRen empirischer Haufigkeits-
verteilungen werden der Erwartungswert, die Varianz und die Standardabweichung einer diskreten Zu-
fallsgroBe definiert und im Sachkontext angewendet. AnschlieBend wird zligig auf die aus LK-14 be-
kannten Binomialverteilungen libergegangen; die Lage des Maximums in der Ndhe von n - p wird mit
dem Erwartungswert erklart

Anknipfend an die in LK-14 mithilfe des MMS untersuchte Wirkungvon n und p auf die Gestalt der
Verteilung werden anhand von Histogrammen im MMS der Erwartungswert und die Standardabwei-
chung einer Binomialverteilung hergeleitet. Eine Moglichkeit zur Herleitung der Standardabweichung
ist, mithilfe eines MMS bei festem n und p fiir jedes k die quadratische Abweichung vom Erwartungs-
wert mit der zugehorigen Wahrscheinlichkeit zu multiplizieren. Die Varianz als Summe dieser Werte
wird zusammen mit dem Erwartungswert in einer weiteren Tabelle notiert. Durch systematisches Vari-
ieren von n und p entdecken die Lernenden die funktionale Abhangigkeit der Varianz von diesen Para-
metern und die Formel 6?2 =n-p- (1 — p).

In verschiedenen Anwendungszusammenhangen werden Erwartungswert und Standardabweichung
sodann zur Beschreibung und Beurteilung binomialverteilter ZufallsgréBen genutzt. Mit dem Erwar-
tungswert lasst sich auch der Begriff eines ,fairen” Spiels aufgreifen.

Vernetzung:
e Erwartungswert und Standardabweichung der Binomialverteilung sind die Grundlage fiir die o-Re-
geln in LK-17.

Beitrag zum Medienkompetenzrahmen NRW (MKR):
e MKR 1.2 (Digitale Werkzeuge): Erwartungswert und Varianz werden in der Tabellenansicht des
MMS berechnet; der Einfluss von n und p wird mit Schiebereglern untersucht (Ope-12).




Unterrichtsvorhaben LK-17: Prognose und Vertrauen — Schliefsen mit Prognose- und Konfidenzinter-
vallen (LK-S4)

(Zeitbedarf: ca. 13 Ustd.)
Inhaltsfeld: Stochastik (S)

Inhaltliche Schwerpunkte:
e Binomialverteilung: Binomialkoeffizient, KenngrofRen, Histogramme, o-Regeln
e Beurteilende Statistik: Prognoseintervall, Konfidenzintervall, Stichprobenumfang

Kompetenzerwartungen: Die Schilerinnen und Schiler

(1) planen und beurteilen statistische Erhebungen und nutzen dabei auch digitale Mathematik-
werkzeuge,

(3) verwenden Simulationen zur Untersuchung stochastischer Situationen und nutzen dabei auch
digitale Mathematikwerkzeuge,

(14) nutzen die Binomialverteilung und ihre KenngréRen zur Beschreibung von Zufallsexperimenten
und zur Lésung von Problemstellungen,

(15) interpretieren die bei einer Stichprobe erhobene relative Haufigkeit als Schatzung einer zugrun-
deliegenden unbekannten Wahrscheinlichkeit,

(16) ermitteln mit Hilfe der o-Regeln Prognoseintervalle fiir die absoluten und relativen Haufigkeiten
in einer Stichprobe und interpretieren diese im Sachkontext,

(17) ermitteln auf Grundlage einer relativen Haufigkeit ein Konfidenzintervall fir den Parameter p ei-
ner binomialverteilten ZufallsgréRe und interpretieren das Ergebnis im Sachkontext (Schluss von
der Stichprobe auf die Grundgesamtheit),

(18) schéatzen den fur ein Konfidenzintervall vorgegebener Lange erforderlichen Stichprobenumfang
ab.

Prozessbezogene Kompetenzen: Die Schiilerinnen und Schiler

Ope-(12) verwenden im Unterricht ein modulares Mathematiksystem (MMS) zum ...
- Variieren der Parameter von Wahrscheinlichkeitsverteilungen,
- Berechnen von Wahrscheinlichkeiten bei binomialverteilten ZufallsgréRen,
- Berechnen der Grenzen von Konfidenzintervallen,

Ope-(14) reflektieren die Moglichkeiten und Grenzen digitaler Mathematikwerkzeuge,

Mod-(1) erfassen und strukturieren zunehmend komplexe reale Situationen mit Blick auf eine kon-
krete Fragestellung,

Mod-(6) beziehen erarbeitete Losungen wieder auf die reale Situation und interpretieren diese als
Antwort auf die Fragestellung,

Mod-(7) reflektieren die Abhéngigkeit der Losungen von den getroffenen Annahmen,

Pro-(14) variieren und verallgemeinern Fragestellungen vor dem Hintergrund einer Losung,

Arg-(12) beurteilen Argumentationsketten hinsichtlich ihres Geltungsbereichs und ihrer Ubertrag-
barkeit,

Kom-(12) nehmen zu mathematikhaltigen, auch fehlerbehafteten, Aussagen und Darstellungen be-
grindet und konstruktiv Stellung,

Kom-(14)vergleichen und beurteilen mathematikhaltige Informationen und Darstellungen in Alltags-
medien unter mathematischen Gesichtspunkten,

Kom-(15)fihren Diskussionsbeitrage zu einem Fazit zusammen.




Umsetzung:

Zu Beginn planen die Schiilerinnen und Schiler eine eigene statistische Erhebung (z.B. eine Umfrage an der
Schule) und beurteilen deren Aussagekraft. Simulationen — zumeist unter Verwendung eines MMS (Nutzung des
Zufallsgenerators) — zeigen, wie stark relative Haufigkeiten in Stichproben um die zugrundeliegende Wahrschein-
lichkeit schwanken (Gesetz der grofRen Zahlen).

Das Konzept der o-Umgebungen wird durch die Untersuchung von Binomialverteilungen mit verschiedenen n und
p entwickelt. Die o-Regeln werden benutzt, um Prognoseintervalle fiir unterschiedliche Sicherheitswahrschein-
lichkeiten zu ermitteln und im Sachzusammenhang zu interpretieren. Dabei wird die Richtung des Schlusses be-
wusst gemacht: Von einer bekannten Wahrscheinlichkeit p wird auf zu erwartende Stichprobenergebnisse ge-
schlossen.

AnschlieRend bietet sich die Moglichkeit, den Zusammenhang zwischen Stichprobenumfang und der Ldnge des
Prognoseintervalls zu untersuchen und durch eine Visualisierung mithilfe eines MMS das % - Gesetz der grol3en

Zahlen zu veranschaulichen.

Ausgehend von der Modellierung einer Sachsituation (z.B. Wahrscheinlichkeit von Retouren im Onlinehandel;
Gllcksrad auf einer schiefen Ebene; Eichgewicht bei Lebensmittelverpackungen) mit einer Binomialverteilung,
deren Trefferwahrscheinlichkeit p unbekannt ist, stellt sich die Frage nach der Schatzung der unbekannten Tref-
ferwahrscheinlichkeit. Eine erste Anndherung erfolgt durch die Punktschatzung der relativen Haufigkeit in einer
Stichprobe (Rickschluss auf die Gesamtheit).

Um zu einer Intervallschdtzung zu kommen, werden zunachst mithilfe eines MMS von der Trefferwahrscheinlich-
keit p abhangige 95%-Prognoseintervalle in einem Ellipsendiagramm dargestellt, deren Randfunktionen durch

hy mithy(p) =p+196- ’%_p) beschrieben werden.

Mithilfe dieser Darstellung kann fiir eine relative Haufigkeit in einer Stichprobe ein Intervall von Wahrscheinlich-
keiten bestimmt werden, das mit dieser Stichprobe ,vertraglich” ist. Dieses Intervall wird als Konfidenzintervall
bezeichnet (Riickschluss auf die Gesamtheit). Um Konfidenzintervalle fir andere relative Haufigkeiten, Sicher-
heitswahrscheinlichkeiten (Konfidenzniveaus) und Stichprobengréen zu ermitteln, werden die Grenzen von Kon-
fidenzintervallen auch rechnerisch mithilfe eines MMS bestimmt.

Gegen Ende des Unterrichtsvorhabens wird auch die MindestgroRe n einer Stichprobe zu einer vorgegebenen
Lange eines Konfidenzintervalls abgeschatzt.

Bekannte Kontexte aus LK-14 werden wieder aufgegriffen, etwa als Prognoseintervall (,,Mit 95 % liegt die Anzahl
zwischen ... und ...“). Das Konfidenzintervall kehrt die Blickrichtung um: vom Ergebnis der Stichprobe zuriick auf
die unbekannte Wahrscheinlichkeit. Im Unterschied zur Modellumkehrung in LK-14, bei der p aus einer vorgege-
benen Wahrscheinlichkeit bestimmt wurde, wird p hier aus Stichprobendaten geschatzt.

Materialhinweise:
- Material: ,Schitzen von Parametern — Prognose- und Konfidenzintervalle” im Lehrplannavigator
(https://www.schulentwicklung.nrw.de/lehrplaene/lehrplannavigator-s-ii/gymnasiale-oberstufe-neue-

klp/mathematik/hinweise-und-materialien/index.html)

- Weitere Kontexte: Politbarometer; Corona-Schnelltests, auf deren Beipackzetteln oft Konfidenzintervalle
angegeben sind

Beitrag zum Medienkompetenzrahmen NRW (MKR):

e MKR 1.2 (Digitale Werkzeuge): Die Lernenden planen eine eigene Erhebung und werten sie digital aus; Simu-
lationen mit dem Zufallsgenerator des MMS zeigen die Schwankung relativer Haufigkeiten (Ope-12).

e MKR 2.3 (Informationsbewertung): Umfrageergebnisse in Medien (z.B. Politbarometer) werden mithilfe von
Konfidenzintervallen kritisch bewertet (Kom-14).

e MKR 5.4 (Selbstregulierte Mediennutzung): Die Lernenden reflektieren die Grenzen digital berechneter In-
tervalle und die Abhangigkeit von den Modellannahmen (Ope-14).



https://www.schulentwicklung.nrw.de/lehrplaene/lehrplannavigator-s-ii/gymnasiale-oberstufe-neue-klp/mathematik/hinweise-und-materialien/index.html
https://www.schulentwicklung.nrw.de/lehrplaene/lehrplannavigator-s-ii/gymnasiale-oberstufe-neue-klp/mathematik/hinweise-und-materialien/index.html

Unterrichtsvorhaben LK-18: Alles normal? — Untersuchung und Anwendung von stetigen Zufallsgroé-
fen (LK-S5)

(Zeitbedarf: ca. 9 Ustd.)
Inhaltsfeld: Stochastik (S)

Inhaltliche Schwerpunkte:
¢ Normalverteilung: Dichtefunktion (,,GauR’sche Glockenkurve®), Parameter u und g, Graph der Ver-
teilungsfunktion

Kompetenzerwartungen: Die Schiilerinnen und Schiler

(19) unterscheiden diskrete und stetige ZufallsgroRen und deuten die Verteilungsfunktion als Integ-
ralfunktion,

(20) untersuchen stochastische Situationen, die zu anndhernd normalverteilten ZufallsgroRen fiihren,

(21) beschreiben den Einfluss der Parameter u und o auf die Normalverteilung und die graphische
Darstellung ihrer Dichtefunktion (,,GauR’sche Glockenkurve®).

Prozessbezogene Kompetenzen: Die Schiilerinnen und Schiiler

Ope-(10) recherchieren Informationen und Daten aus Medienangeboten (Printmedien, Internet und
Formelsammlungen) und reflektieren diese kritisch,

Ope-(11) nutzen Mathematikwerkzeuge zum Darstellen, Berechnen, Kontrollieren und Prasentieren
sowie zum Erkunden,

Ope-(12) verwenden im Unterricht ein modulares Mathematiksystem (MMS) zum ...
- zielgerichteten Variieren von Parametern von Funktionen,
- Erstellen von Graphen und Wertetabellen von Funktionen,
- Ermitteln bestimmter und unbestimmter Integrale auch abhangig von Parametern,
- Variieren der Parameter von Wahrscheinlichkeitsverteilungen,
- Berechnen von Wahrscheinlichkeiten bei normalverteilten Zufallsgrofien,

Ope-(14) reflektieren die Moglichkeiten und Grenzen digitaler Mathematikwerkzeuge,

Mod-(3) Ubersetzen zunehmend komplexe reale Situationen in mathematische Modelle,

Mod-(6) beziehen erarbeitete Losungen wieder auf die reale Situation und interpretieren diese als
Antwort auf die Fragestellung,

Mod-(8) benennen Grenzen aufgestellter mathematischer Modelle und vergleichen Modelle bzgl.
der Angemessenheit,

Pro-(3) wahlen zur Erfassung einer Situation heuristische Hilfsmittel aus (Skizze, informative Figur,
Tabelle, experimentelle Verfahren),

Pro-(14) variieren und verallgemeinern Fragestellungen vor dem Hintergrund einer Losung,

Kom-(8) wechseln flexibel zwischen mathematischen Darstellungsformen.




Umsetzung:

Normalverteilungen sind in der Stochastik bedeutsam, weil sich die Summenverteilung von geniigend
vielen unabhéangigen Zufallsvariablen haufig durch eine Normalverteilung approximieren lasst. Dazu
bietet sich an, zunachst mit einem MMS die Haufigkeiten der Augensummen von zwei, drei, vier... Wiir-
feln zu simulieren, wobei in der graphischen Darstellung die Glockenform zunehmend deutlicher wird.
Ergebnisse von Schulleistungstests oder Intelligenztests werden erst vergleichbar, wenn man sie hin-
sichtlich des Mittelwerts und der Standardabweichung normiert, was ein Anlass dafiir ist, mit den Pa-
rametern i und o zu experimentieren. Auch Untersuchungen zu Mess- und Schatzfehlern bieten einen
anschaulichen, ggf. handlungsorientierten Zugang, beispielsweise bei der Untersuchung des Abstandes
der Wurftreffer zum Mittelpunkt einer Dartscheibe oder der Lange zufallig ausgewahlter Schrauben.

Hervorzuheben ist im Unterricht, dass es sich bei Normalverteilungen um Wahrscheinlichkeitsvertei-
lungen von stetigen ZufallsgrofRen handelt, im Unterschied zu den bislang behandelten diskreten Zu-
fallsgroBen.

Da im MMS Normalverteilungen einprogrammiert sind, spielt die Approximation der Binomialvertei-
lung durch die Normalverteilung (Satz von de Moivre-Laplace) fiir die Anwendungsbeispiele im Unter-
richt eine untergeordnete Rolle. Dennoch sollte bei genligender Zeit deren Herleitung als Vertiefung
der Integralrechnung im Leistungskurs thematisiert werden, da der Ubergang von der diskreten zur
stetigen Verteilung in Analogie zur Approximation von Flachen durch Produktsummen nachvollzogen
werden kann (vgl. LK-3).

Die Visualisierung und Berechnung von Flachen bzw. Wahrscheinlichkeiten erfolgt mithilfe eines MMS.

Der Einsatz des MMS wird zum Anlass genommen, festzustellen, dass es sich bei der Dichtefunktion
einer Normalverteilung (,Gaull’sche Glockenkurve”) um den Graphen einer Randfunktion handelt, zu
deren Stammfunktion (,,GauRR‘sche Integralfunktion”) kein Term angegeben werden kann.

Vernetzung:
- Zur Vernetzung mit Aspekten der Analysis (Grenzwertbetrachtung, Integralrechnung) bietet sich
der Bezug zu uneigentlichen Integralen (LK-13) an.

Beitrag zum Medienkompetenzrahmen NRW (MKR):

e MKR 2.1 (Informationsrecherche): Daten zu annahernd normalverteilten GréRen werden recher-
chiert und kritisch geprift (Ope-10).

o MKR 5.4 (Selbstregulierte Mediennutzung): Die Lernenden reflektieren, warum Wahrscheinlichkei-
ten bei Normalverteilungen nur mit digitalen Werkzeugen oder Tabellen bestimmt werden kénnen
(Ope-14).




Unterrichtsvorhaben LK-19: Umkehrbarkeit und Umkehrfunktionen (LK-A6)
(Zeitbedarf: ca. 8 Ustd.)

Inhaltsfeld: Funktionen und Analysis (A)

Inhaltliche Schwerpunkte:
e Funktionen: Exponentialfunktionen
e Eigenschaften von Funktionen: Verlauf des Graphen, Definitionsbereich, Wertebereich

Kompetenzerwartungen: Die Schiilerinnen und Schiiler

(3) nutzen die Eigenschaften von ganzrationalen Funktionen, Exponentialfunktionen, Sinusfunktio-
nen, Kosinusfunktionen, der natirlichen Logarithmusfunktion und von Potenzfunktionen mit
rationalem Exponenten sowie der Transformationen dieser Funktionen zur Beantwortung von
Fragestellungen,

(6) bilden ohne Hilfsmittel die Ableitungen von ganzrationalen Funktionen, Exponentialfunktionen,
Sinus- und Kosinusfunktionen, der natlrlichen Logarithmusfunktion sowie von Potenzfunktio-
nen mit rationalem Exponenten und wenden die Produkt- und Kettenregel an,

(12) untersuchen ausgewahlte Funktionen, insbesondere die natirliche Exponential- und Logarith-
musfunktion, auf Umkehrbarkeit und ermitteln in einfachen Fallen einen Funktionsterm der
Umkehrfunktion unter Berlicksichtigung von Definitions- und Wertebereich,

(13) erlautern den Zusammenhang zwischen dem Graphen einer Funktion und dem Graphen seiner
Umbkehrfunktion,

(19) bestimmen ohne Hilfsmittel Stammfunktionen ganzrationaler Funktionen, nutzen vorgegebene
Stammfunktionen und verwenden die natlrliche Logarithmusfunktion als Stammfunktion der

. 1
Funktion: x — e

Prozessbezogene Kompetenzen: Die Schiilerinnen und Schiler

Ope-(5) fiihren Darstellungswechsel sicher aus,

Ope-(8) erstellen Skizzen geometrischer Situationen und wechseln zwischen Perspektiven,

Ope-(12) verwenden im Unterricht ein modulares Mathematiksystem (MMS) zum ...

— zielgerichteten Variieren von Parametern von Funktionen,
— Erstellen von Graphen und Wertetabellen von Funktionen,

Ope-(14) reflektieren die Moéglichkeiten und Grenzen digitaler Mathematikwerkzeuge,

Pro-(4) erkennen Muster und Beziehungen und generieren daraus Vermutungen,

Pro-(8) beriicksichtigen einschrankende Bedingungen,

Arg-(7) nutzen verschiedene Argumentationsstrategien (Gegenbeispiel, direktes Schlussfolgern, Wi-
derspruch),

Arg-(8) verwenden in ihren Begriindungen vermehrt logische Strukturen (notwendige und hinrei-
chende Bedingung, Folgerung, Aquivalenz, Und- sowie Oder- Verkniipfungen, Negation, All-
und Existenzaussagen),

Kom-(4) erfassen und erldutern mathematische Darstellungen, auch wenn diese nicht vertraut sind,

Kom-(6) verwenden die Fachsprache und fachspezifische Notation in angemessenem Umfang,

Kom-(8) wechseln flexibel zwischen mathematischen Darstellungsformen.




Umsetzung:

Ankniipfend an LK-12 (Ubergang von der Basis b zur Darstellung mit der Euler’schen Zahl e und dem
natirlichen Logarithmus) und an die Umkehrung der Fragestellung bei Wachstumsprozessen wird der
Logarithmus nun nicht nur als Operator, sondern als (Umkehr-)Funktion betrachtet. Die Umkehrbarkeit
von Funktionen wird ausgehend von graphischen Darstellungen und jeweils variierenden Definitions-
bereichen am Beispiel der natlrlichen Exponential- / Logarithmusfunktion und an anderen passenden
Funktionen (z.B. Potenz- / Wurzelfunktionen) sowie Transformationen von diesen thematisiert. In ein-
fachen Fallen werden Funktionsterme von Umkehrfunktionen dabei hilfsmittelfrei ermittelt. Der Zu-
sammenhang zwischen den Graphen einer Funktion und ihrer Umkehrfunktion wird unter Berlicksich-
tigung von Definitions- und Wertebereich als Symmetrie zur Winkelhalbierenden erkannt.

Die Ableitung der natiirlichen Logarithmusfunktion wird innermathematisch tiber den graphischen Zu-
sammenhang zur natlrlichen Exponentialfunktion (Winkelhalbierende als Symmetrieachse) und aus
der Steigung einer gespiegelten Tangente hergeleitet. Damit wird der natirliche Logarithmus als

. . 1. e
Stammfunktion der Funktion x — p identifiziert.

Vernetzung:

e Das Unterrichtsvorhaben liegt nach der Stochastik und schlieRt die Analysis ab. Es greift die natdir-
liche Exponentialfunktion und den Logarithmus als Operator (LK-12) sowie die Funktionsuntersu-
chungen aus LK-13 wieder auf und vervollstiandigt die Stammfunktionsregeln aus LK-4; Aufgaben
mit Logarithmusfunktionen werden anschlieRend in der Abiturvorbereitung mit den Gbrigen Funk-
tionstypen vernetzt.

Vertiefung:

- Der Einfluss des Definitionsbereichs auf die Umkehrbarkeit kann gut am Beispiel der Sinus- und
der Kosinusfunktion betrachtet werden.

Beitrag zum Medienkompetenzrahmen NRW (MKR):

e MKR 1.2 (Digitale Werkzeuge): Funktion und Umkehrfunktion werden mit der TI-Nspire CAS-App
zusammen mit der Winkelhalbierenden dargestellt; der Einfluss eingeschrankter Definitionsberei-
che auf die Umkehrbarkeit wird mit Schiebereglern untersucht (Ope-12).

e MKR 5.4 (Selbstregulierte Mediennutzung): Die Lernenden reflektieren, wo die grafische Darstel-
lung im MMS an Grenzen stof3t und eine algebraische Begriindung der Umkehrbarkeit notig ist
(Ope-14).

Summe Leistungskurs Q2: 150 Unterrichtsstunden

VereinbarungsgemaR in Unterrichtsvorhaben verplant: 81 Unterrichtsstunden




2.2 Grundsatze der fachdidaktischen und fachmethodischen Arbeit

In Absprache mit der Lehrerkonferenz sowie unter Bericksichtigung des Schulprogramms hat die Fach-
konferenz Mathematik die folgenden fachdidaktischen und fachmethodischen Grundséatze beschlossen.

Uberfachliche Grundsitze:
1. Schilerinnen und Schiiler werden in dem Prozess unterstitzt, selbststiandige, eigenverantwortliche,
selbstbewusste, sozial kompetente und engagierte Personlichkeiten zu werden.

2. Der Unterricht nimmt insbesondere in der Einfiihrungsphase Riicksicht auf die unterschiedlichen Vo-
raussetzungen der Schiilerinnen und Schiiler.

3. Geeignete Problemstellungen bestimmen die Struktur der Lernprozesse.
4. Die Unterrichtsgestaltung ist grundsatzlich kompetenzorientiert angelegt.

5. Der Unterricht vermittelt einen kompetenten Umgang mit Medien. Dies betrifft sowohl die private Me-
diennutzung als auch die Verwendung verschiedener Medien zur Prdsentation von Arbeitsergebnissen.

6. Der Unterricht fordert das selbststiandige Lernen und Finden individueller Losungswege sowie die Ko-
operationsfahigkeit der Schilerinnen und Schiiler.

7. Die Schiilerinnen und Schiiler werden in die Planung der Unterrichtsgestaltung einbezogen.
8. Der Unterricht wird gemeinsam mit den Schiilerinnen und Schiilern evaluiert.

9. Die Schiilerinnen und Schiiler erfahren regelmaRige, kriterienorientierte Riickmeldungen zu ihren Leis-
tungen.

10. In verschiedenen Unterrichtsvorhaben werden facheriibergreifende Aspekte bericksichtigt.

Fachliche Grundsitze:

11. Die Ziele sind transparent. Die Ziele einzelner Unterrichtsstunden und des jeweiligen Unterrichtsvor-
habens sind fir die Schiilerinnen und Schiiler transparent; ebenso der fachliche und curriculare Zu-
sammenhang.

12. Die Entwicklung mathematischer Kompetenzen folgt konsequent dem Spiralprinzip. Modelle, Strate-
gien, Fachbegriffe und wesentliche Beispiele, auf die sich die Fachgruppe verstandigt hat, werden ver-
bindlich eingefiihrt und bei einer vertiefenden Behandlung wieder aufgegriffen.

13. Am Verstehen orientiertes Arbeiten baut tragfahige Grundvorstellungen auf und korrigiert Fehlvor-
stellungen. Der Wechsel zwischen formal-symbolischen, grafischen, situativen und tabellarischen Dar-
stellungen ist dabei ein wesentlicher Baustein.

14. Mathematisches Operieren wird durch produktives Uben von Fertigkeiten, Routineaufgaben und al-
gorithmischen Verfahren gesichert. Hilfsmittelfreie Fertigkeiten werden regelmaRig gelibt, da Klausu-
ren und Abiturprifung hilfsmittelfreie Teile enthalten.

15. Das reflektierte und sachgerechte Arbeiten mit digitalen Werkzeugen ist Gegenstand des Unterrichts.
Die TI-Nspire™ CAS-App wird zum Darstellen, Berechnen, Kontrollieren und Erkunden eingesetzt; Mog-
lichkeiten und Grenzen des Werkzeugs werden reflektiert. Ergdnzend werden GeoGebra Classic und
eine Tabellenkalkulation genutzt.

16. Klausuren enthalten Teile, die ohne Hilfsmittel zu bearbeiten sind, sowie Aufgabenstellungen, die mit
dem MMS zu l6sen sind. Diese stehen in einem ausgewogenen Verhaltnis.

17. Im Unterricht wird auf einen prazisen Sprachgebrauch und zunehmend auf eine angemessene Fach-
sprache geachtet. Die Operatoren der Abiturpriifung werden verbindlich eingefiihrt und genutzt.



18. Vielfaltige Zugange sind grundlegendes Prinzip der individuellen Férderung. Selbstdifferenzierende
Aufgaben sowie fordernde und fordernde Aufgabenvariationen beriicksichtigen Lerntempo und Leis-
tungsniveau; kooperative Lernformen unterstiitzen diesen Prozess.

19. Die Selbsteinschatzung der Lernenden wird gestarkt. Die Lernenden erhalten bei Bedarf gezielte
Ubungsmaoglichkeiten und konkrete Riickmeldungen zu Stirken und Schwichen.

20. Die Bedeutung der Mathematik fiir die Lebenswirklichkeit wird durch die Einbindung realer Situatio-
nen hervorgehoben. Beim Modellieren werden Annahmen offengelegt und Modelle kritisch beurteilt.

21. Der fachsystematische Aufbau der Mathematik wird an zentralen Ideen und grundlegenden Begriffen
erfahrbar gemacht; die Oberstufe bereitet wissenschaftspropadeutisch auf ein Studium vor.

22. Das kreative und individuelle Betreiben von Mathematik wird angeregt und durch die Reflexion von
Lernprozessen bewusst gemacht.

23. Alternative Losungswege werden unterstiitzt und in Klausuren zugelassen; die fachliche Richtigkeit ist
dabei ein zentrales Bewertungskriterium.

24. Auf das Abitur wird kontinuierlich vorbereitet: Aufgaben aus frilheren Abiturprifungen werden in der
Qualifikationsphase regelmaRig in den Unterricht einbezogen, auch zur Entwicklung von Probleml6-
sestrategien.



2.3 Grundsatze der Leistungsbewertung und Leistungsriickmeldung

Grundlage ist das Leistungskonzept der Fachschaft Mathematik (Stand Oktober 2024). In der Sekundar-
stufe Il setzt sich die Zeugnisnote je zur Halfte aus den ,sonstigen Leistungen im Unterricht” und den
schriftlichen Arbeiten zusammen. Die Gewichtung wird dem Kurs zu Beginn des Halbjahres transparent
gemacht.

Sonstige Leistungen im Unterricht

Der Bewertungsbereich erfasst die Qualitat und Kontinuitat der Beitrage, die die Schiilerinnen und Schiiler
in miindlicher und schriftlicher Form in den Unterricht einbringen. In der Sekundarstufe Il werden aus-
schlieRBlich Beitrage berlicksichtigt, die aus eigenem Antrieb erbracht werden. Die Dokumentation erfolgt
durch die Lehrkraft in regelmaRigen Abstanden. Dazu zdhlen insbesondere:

e Beitrage zum Unterrichtsgesprach (Losungsvorschldage, Aufzeigen von Zusammenhangen und Wider-
spriichen, Plausibilitatsbetrachtungen, Bewerten von Ergebnissen, angemessene Verwendung der
Fachsprache),

e Leistungen in kooperativen Arbeitsformen (Anstrengungsbereitschaft, Teamfahigkeit, Zuverlassigkeit,
Kommunikationsfahigkeit, Prasentation von Arbeitsergebnissen),

e im Unterricht eingeforderte Leistungsnachweise (z.B. vorgetragene Hausaufgaben, Protokolle, Heft-
fliihrung, Verflgbarkeit von Grundwissen, fehlerfreies Anwenden gelibter Fertigkeiten),

e Aufgaben aus Studienzeiten,

e Prasentationen und Referate,

e der sachgerechte Umgang mit digitalen Werkzeugen (TI-Nspire™ CAS-App, GeoGebra, Tabellenkalku-
lation).

Kurze schriftliche Uberpriifungen sind méglich, werden in Mathematik aber nur selten eingesetzt.

Klausuren

Klausuren dienen der schriftlichen Uberpriifung der im Unterricht erworbenen Kompetenzen. Die Aufga-
ben beschranken sich nicht auf Reproduktion, sondern verlangen zunehmend Begriindungen, Darstellun-
gen von Zusammenhangen, Interpretationen und kritische Reflexionen; auch offene Aufgaben ohne ein-
deutig vorgegebenen Lésungsweg werden einbezogen. Im Verlauf der Oberstufe werden die Aufgaben
umfangreicher und komplexer und nahern sich den Anforderungen der Abiturpriifung an: Das Schwerge-
wicht liegt im Anforderungsbereich Il; Anforderungsbereich | wird in deutlich hdherem MaRe beriicksich-
tigt als Anforderungsbereich lll. Die Aufgabenstellungen verwenden die Operatoren der Abiturpriifung.
Alle Klausuren enthalten einen hilfsmittelfreien Teil; im Teil mit Hilfsmitteln sind die TI-Nspire™ CAS-App
und das ,,Dokument mit mathematischen Formeln“ zugelassen.

Halbjahr Anzahl und Dauer der Klausuren
EF.1 2 Klausuren, je 90 Minuten
EF.2 2 Klausuren, je 90 Minuten; am Ende der Einfiihrungsphase Zentrale Klausur nach den landes-

weiten Vorgaben

Ql.l 2 Klausuren; Grundkurs je 90 Minuten, Leistungskurs je 135 Minuten
Q1.2 2 Klausuren; Grundkurs je 135 Minuten, Leistungskurs je 180 Minuten
Q2.1 2 Klausuren; Grundkurs je 180 Minuten, Leistungskurs je 225 Minuten

Q2.2 1 Klausur nach den Vorgaben fiir das Abitur (Vorabitur)




Bewertungskriterien sind die mathematische Richtigkeit, die formale Richtigkeit (z.B. Gleichungen, Aqui-
valenzumformungen, Integrale, Einheiten), eine fachlich angemessene Darstellung in Sprache und Zeich-
nung sowie nachvollziehbare Lésungswege mit Erlduterungen. Die folgenden Prozentangaben der Roh-
punkte geben an, ab wann eine Note in etwa erreicht ist; da Noten padagogische und nicht rein mathe-
matische Bewertungsinstrumente sind, handelt es sich um eine ungefahre Zuordnung.

Einfiihrungsphase: Note ab ca.
sehr gut 87 %
gut 73 %
befriedigend 59 %
ausreichend 45 %
mangelhaft 23%
ungenigend 0%
Qualifikationsphase: Notenpunkte ab ca.
15 /14 / 13 Punkte (sehr gut) 95/90/85%
12 / 11/ 10 Punkte (gut) 80/75/70%
9/ 8/ 7 Punkte (befriedigend) 65/60/55%
6/ 5/ 4 Punkte (ausreichend) 50/45/40%
3 /2 /1 Punkte (mangelhaft) 33/27/20%
0 Punkte (ungenigend) unter 20 %

Bei nicht ausreichenden Leistungen in Klausuren erhalten die Schiilerinnen und Schiiler Hinweise zur For-
derung, in denen die Férderschwerpunkte (z.B. bestimmte Aufgabentypen) verstandlich hervorgehoben
werden. Die Form der Hinweise wahlt die Lehrkraft.

Facharbeit

In der Q1 kann eine Klausur im 2. oder 3. Quartal durch eine Facharbeit ersetzt werden; die Zuteilung
erfolgt durch die Oberstufenkoordination. Die Bearbeitungszeit betragt zehn Wochen, der Umfang 10 bis
12 Seiten Text. Das Thema wird mit der betreuenden Lehrkraft abgesprochen und an das Halbjahresthema
angebunden. Nach etwa vier Wochen werden eine vorlaufige Gliederung, eine exemplarische Textseite
und ein vorlaufiges Literaturverzeichnis abgegeben; sie gehen in die Bewertung ein. Der Einsatz von Kl ist
vollstéandig zu dokumentieren. Nach der Abgabe stellen die Schilerinnen und Schiiler (Teil-)Themen ihrer
Arbeit mindlich vor. Bewertet werden der Arbeitsprozess (Selbststandigkeit, Selbstorganisation, Doku-
mentation, Planung und Zeitmanagement, Austausch mit der Lehrkraft), das Produkt (Inhalt, Darstellungs-
leistung, Fachsprache, formale Vorgaben) und die miindliche Vorstellung. Die formalen Vorgaben stellt
die Stufenleitung bereit, die fachspezifischen Vorgaben die betreuende Lehrkraft.



2.4 Lehr- und Lernmittel

e Lehrwerk: In der Einfiihrungsphase und in der Qualifikationsphase ist das Lehrwerk , Elemente der
Mathematik” eingefiihrt.

e Gerate: Alle Schilerinnen und Schiiler arbeiten mit ihrem eigenen, in das Schulsystem eingebundenen
iPad.

e Modulares Mathematiksystem: In der gesamten Oberstufe wird die TI-Nspire™ CAS-App verwendet;
sie ist auch in Klausuren, in der Zentralen Klausur und im Abitur das zugelassene digitale Hilfsmittel.

e Weitere digitale Werkzeuge: GeoGebra Classic (dynamische Geometriesoftware) und Numbers (Ta-
bellenkalkulation).

e Formeln: Ab der Einflihrungsphase wird das ,Dokument mit mathematischen Formeln“ aus den Vor-
gaben fiir die Zentrale Klausur und das Abitur verwendet.

e Materialien: Aufgaben friherer Zentraler Klausuren und Abiturpriifungen (Standardsicherung NRW),
Aufgaben aus dem Aufgabenpool des IQB, Materialien des Lehrplannavigators sowie die zentral digital
bereitgestellten Materialien der Fachgruppe; zur Abiturvorbereitung wird auch SchullV genutzt.



3 Priifung und Weiterentwicklung des schulinternen Lehrplans

Der schulinterne Lehrplan wird als dynamisches Dokument verstanden. Die Fachkonferenz bespricht jahr-

lich die Abfolge der Unterrichtsvorhaben und passt sie bei Bedarf an; Erfahrungen der unterrichtenden
Lehrkrafte flieBen dabei ein.

Zu Beginn des Schuljahres finden Ubergabegespriche zwischen abgebenden und iibernehmenden
Lehrkraften statt, damit der Unterricht inhaltlich sinnvoll weitergefiihrt werden kann. Auch wahrend
des Schuljahres tauschen sich die Kolleginnen und Kollegen tiber den Fortgang des Unterrichts aus;
bei parallel unterrichteten Kursen bieten sich gemeinsam gestellte Klausuren an.

Die Ergebnisse der Zentralen Klausur am Ende der Einflihrungsphase und der Abiturprifung sowie die
fachdidaktischen Rickmeldungen des Landes werden in der Fachkonferenz ausgewertet und fir die
Weiterentwicklung des Unterrichts genutzt.

Erkenntnisse und Materialien aus Fortbildungen werden der Fachgruppe vorgestellt und zentral digi-
tal bereitgestellt; erkannter Fortbildungsbedarf wird der Fortbildungskoordination gemeldet.
Schiilerinnen und Schiiler erhalten die Moglichkeit, Rickmeldung zum Unterricht zu geben; diese wird
als weitere Quelle fiir die Evaluation genutzt.

Da die TI-Nspire™ CAS-App ab dem Schuljahr 2026/27 bereits ab Klasse 7 eingesetzt wird, priift die
Fachkonferenz, wie sich die Einfihrung des MMS in der Einflihrungsphase fiir die betreffenden Jahr-
gange verandert.



